ГЛАВА 2. ОЦІНКА ПОКАЗНИКІВ НАДІЙНОСТІ У ПРОЦЕСІ ЕКСПЛУАТАЦІЇ 

2.1. Одержання статистичних даних про надійність об’єктів

2.1.1. Основні елементи математичної статистики

Відомо, що  кількісні  показники надійності  можна  визначити двома способами:

- розрахунком показників надійності імовірностними методами на стадії проектування через показники  складових  елементів  (непрямі методи оцінки) з моделюванням процесу експлуатації;

- розрахунком показників надійності  за  статистичними  даними (прямі методи  оцінки),  тобто  за  результатами  спостереження  за функціонуванням виробу або зі спеціально поставленого експерименту.

При цьому при  обробці  статистичного  матеріалу  виникає  ряд питань.  Як  оцінити  невідому  імовірність  випадкової  події   на підставі  спостережень? Як  оцінити  невідому  функцію  розподілу випадкової величини за значеннями, одержаними з досліду? Як оцінити параметри закону  розподілу,  якщо  вигляд функції  розподілу  нам передбачено відомий.

Перелічені питання  важливі  для  вирішення  практичних  задач теорії надійності. Вони складають  основу  досліджень  математичної статистики. Однак, до них не зводяться  всі  її  питання.  Разом  з поставленими, на практиці постійно виникають питання іншого роду: з тих чи інших міркувань висунути деякі загальні гіпотези, наприклад, випадкова подія має в даних  умовах  певну  імовірність,  або  дана випадкова величина передбачено має експоненційний закон  розподілу. Як перевірити вірність висунутих гіпотез?

Математична статистика як наука  займається  методами  обробки великої кількості експериментальних даних з метою одержання  з  них вірних висновків.

Методи математичної статистики  дають  можливість  представити велику кількість результатів спостереження у компактному,  зручному для означення  вигляді.  Вони  дають  можливість  виділити  суттєву інформацію із множності спостережень,  представивши  її  у  вигляді невеликої  кількості  зведених  показників.  Якщо  виявляється,  що наявних даних недостатньо для  розуміння  суті  явища  та  потрібне проведення додаткового експерименту, то методи математичної статистики дозволяють відповісти на питання, як такий експеримент  поставити, щоб максимально зменшити роботу дослідника  як  з  постановки експерименту, так і з подальшої обробки експериментальних даних.

Поняття випадкової вибірки

Припустимо, що ξ - одномірна  випадкова  величина  з  функцією розподілу  імовірностей Fξ  (t).  Розглянемо  n  -  мірну  випадкову величину
{ξ(1) ,  ξ(2), . . . , ξ(n)   }                                        (2.1)

окремі компоненти  якої  є  незалежними  випадковими  величинами  з однаковими функціями розподілу імовірностей Fξ  (t).  

Випадкові  величини  ξ(і) будемо  розглядати  як   результати деякого експерименту (наприклад, визначення наробітку на відмову за даними одної авіаційної частини), при цьому  багатомірна  випадкова величина  (2.1)  може  розглядатися   як   результат   послідовного проведення n незалежних експериментів або як результат проведення n одночасних експериментів (у різних авіаційних частинах).

Оскільки завжди є можливість,  хоча  б  теоретична,  проводити необмежену  кількість  експериментів,  то  можливо   говорити  про нескінчений набір  випадкових  чисел   ξ(і)   з  функцією розподілу імовірностей  Fξ  (t).  Такий  нескінчений   набір    називається нескінченою сукупністю з функцією розподілу імовірностей Fξ  (t).  Кожний конкретний результат експерименту, а отже, кожна ξ(і)  з кінцевого вибору (2.1) може розглядатися як вибір  одного  з  чисел нескінченої  сукупності.  Весь  набір   (2.1)   представляє   собою послідовність n таких виборів і називається випадковою вибіркою (тобто n- мірна ВЦ з однаковою функцією розподілу).

Задачі математичної статистики

Основною  задачею  математичної   статистики   є   визначення незалежних параметрів розподілу нескінченої сукупності  за  відомою основною вибіркою. При цьому мова йде про визначення самої  функції

розподілу F(t),  або окремих параметрів функції розподілу, таких  як математичне  очікування,  дисперсія,   параметр   форми,   параметр масштабу та ін.

Другою задачею  математичної  статистики  є  задача  перевірки різних статистичних гіпотез (наприклад, гіпотези про вигляд  закону розподілу та ін.).

Оскільки елементи кінцевої вибірки є  випадковими  величинами, то випадковим буде і значення  параметру,  визначене  за  допомогою цієї вибірки. Зокрема,  якщо ми маємо декілька виборів одного й того ж обсягу з однієї й тієї ж нескінченої сукупності, то кожна  з  них дає своє значення параметра, який нас цікавить.  Тому  по  кінцевій виборці ми не можемо точно судити про значення параметра, а  можемо лише більш-менш точно оцінити цей параметр. Числові значення окремих параметрів, визначених з кінцевої випадкової  вибірки,  називаються оцінками параметрів нескінченої сукупності.

В загальному випадку з однієї й тієї ж вибірки можна  одержати різні  оцінки.  Припустимо,  що  мається  вибірка   {ξ1, ξ2, . . . , ξn  },                                        причому ξ1 ≤  ξ2 ≤ ξk   і задача  полягає  в  пошуку  математичного очікування. Можна розглянути декілька оцінок. З них найпростіші:
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тобто напівсума найбільшого і найменшого значень;

b)           
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середнє арифметичне спостережень і т.і. 

Задача полягає у виборі з цих оцінок найбільш переважної.

Вимоги до оцінок

І. Незміщеність.  Оцінка  не  повинна  містити   систематичної похибки, яка перебільшує чи переменшує значення параметра для  всіх виборів. Це  означає,  що  математичне  очікування  оцінки  повинно співпадати з дійсним  значенням  параметра.  Якщо  дійсне  значення параметра означити як α, а його оцінку як 
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, то вимога незміщеності запишеться у вигляді
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2. Переконливість. Оцінка  
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 повинна наближатися   до  значення параметра α із  збільшенням  обсягу  вибірки.  Це   означає,   що імовірність  того,  що  різниця  |
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   -  α|   буде   менша   деякого довільного числа ε > 0, прагне до одиниці при n → ( , тобто
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3. Ефективність. З    усіх  переконливих  і  незміщених  оцінок треба віддавати перевагу тій. яка найбільш близька до параметра, що оцінюється, тобто  при  якій  великі  відхилення  при  використанні різних виборів  зустрічались  би  якомога  менше.  Математично  це означає вимогу мінімальної дисперсії оцінки
D (
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2.1.2. Джерела інформації про надійність

Одними з основних  труднощів  при  дослідженні  питань  оцінювання надійності є  обмеженість і  неупорядкованість   статистичної інформації про процес експлуатації об'єктів. Ці  відомості    можна одержати в результаті експериментального дослідження шляхом спостереження за роботою об'єктів за умовами  реальної  експлуатації  або при  випробуваннях    на  безвідмовну  роботу.   Дані   випробувань зазвичай не можуть повністю замінити експлуатаційні дані. Реальна ж експлуатація являє собою експеримент, який в лабораторних
умовах за своїми масштабами не може бути досягнутим.  Однак  і  при
реальній експлуатації  далеко   не   завжди   вдається   одержати
потрібну інформацію.

По-перше, дані  реальної експлуатації  завжди  стосуються  морально старіючих об'єктів. Конструкція  і  технологія  виготовлення сучасних технічних об'єктів змінюється  так  швидко,  що  дані  про експлуатацію, які збираються тривалий термін,  стають не потрібними завдяки  надходженню .на  озброєння   нових   зразків   техніки   і необхідності  налагодження  повторного  збирання   інформації   про надійність. В  той  же  час  основною метою  збирання  та  аналізу статистичних даних про відмови  є  підвищення  надійності  об'єктів шляхом їх модернізації, доробок чи повної заміни на нові з  кращими характеристиками надійності.

По-друге, дані  реальної  експлуатації  звичайно  є  неповними або недостатньо точними. Це пояснюється рядом причин:

- організаційними труднощами збирання та обробки відомостей;

- трудомісткістю досліджень;

- недостатньою чутливістю та точністю контролюючої  апаратури, яка викликає хибні відмови;

- не завжди високою кваліфікацією виконавців.

В  багатьох  випадках  ці  причини  не   дозволяють   одержати вірогідні характеристики.

По-третє, іноді важко  здійснювати  спостереження  за  роботою деяких  об'єктів  при  їх  реальній  експлуатації   у   зв'язку   з неможливістю своєчасного виявлення  прихованих  відмов  (наприклад, під  час  польоту).

Перелічені  причини    визначають      необхідність   широкого застосування  випробувань   виробів   на   безвідмовну   роботу   і моделювання процесу експлуатації (рис.2.І).
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Рис. 2.1. 

В процесі випробувань на  безвідмовну  роботу  група  об'єктів працює до моменту виходу з ладу всіх або певної кількості об'єктів. Випробування  на  безвідмовну  роботу  майже  завжди пов'язані   з фізичним моделюванням  умов  експлуатації.   При   проведені   цих випробувань  зазвичай  вдається  перебороти  більшість  перелічених вище труднощів одержання відомостей про  роботу  об'єктів.

Основні недоліки  експериментальних  досліджень на  надійність це:

- тривалий період проведення  (наприклад,  при  випробуванні технічних деталей на зношення);

- відносна дорожнеча випробувань;

- великі витрати самих досліджуваних об'єктів;

- неможливість одержання інформації на етапі проектування.

Через  це  отримала  розвиток  комбінація  перших  двох,   або одержання інформації  про  надійність  шляхом  моделювання  процесу експлуатації виробів.

Цей шлях  лабораторних  досліджень  дає  можливість  проводити експеримент  на  протязі  дуже  короткого  часу  (хвилини   замість місяців і років), багаторазово повторювати та  видозмінювати  його. Крім цього можна в якійсь мірі досліджувати  поведінку  майбутніх, проектуємих об'єктів. В процесі експерименту не  потрібно  витрачати значну кількість  досліджуваних  об'єктів.  Однак  при моделюванні завжди необхідна вхідна  інформація,  яка  одержується  з  реальної експлуатації або в результаті випробувань  на  безвідмовну  роботу. Іншими словами,  моделювання  не  може  повністю  замінити реальну експлуатацію та випробування на безвідмовну роботу, тому  в  деяких. джерелах (ДСТУ2064-94) цей шлях не розглядається взагалі.

Разом з цим  при експлуатації деяких  об'єктів існує    багато ситуацій, коли майже неможливо  проводити  натурні  експерименти  і моделювання є єдиним шляхом експериментального дослідження.

2.1.3. Плани випробувань

Процес експериментального дослідження надійності включає  такі основні етапи:

1) встановлення вимог до якості результатів експерименту;

2) планування експерименту (випробувань);

3)формування  вибірки,  включаючи  ідентифікацію кожного  з призначених до її складу об'єктів (ГОСТ 27.502);

4)  проведення  власне  експерименту,  тобто  одержання   його безпосередніх результатів;

5) обробку безпосередніх результатів експериментів і прийняття рішення.

Експеримент планують виходячи зі встановлених вимог до  якості його результатів. Планування полягає  у  виборі  плану,  визначенні його параметрів і складанні програми дослідження.

Зміст плану залежить від цілі  експериментального  дослідження (кількісна оцінка показників надійності або якісний контроль  рівня надійності за альтернативною ознакою).

У загальному випадку план випробувань (експерименту) визначає:

І) обсяг  експерименту - кількість зразків, що випробуються  N (дослідів (г)) або сумарний наробіток всіх зразків вибірки (t();

2) зміст одиничного досліду та ознаку його закінчення;

3) порядок проведення експерименту (з відновленням  і  заміною відмовивших зразків; без відновлення та їх заміни);

4) методи скорочення потрібного обсягу експерименту на  основі урахування апріорної інформації;

5) ознаки припинення експерименту;

6) вирішальне правило - сукупність вказівок для заключення про надійність продукції за результатами експерименту.

Під планом випробувань  на  надійність  розуміють  сукупність правил,  які  встановлюють  обсяг   вибірки,   порядок   проведення випробувань (експлуатаційних спостережень), критерії їх  завершення та прийняття рішень за результатами випробувань.

Плани випробувань, в яких об'єкти, що відмовили не замінюються новими, позначаються буквою U. Плани випробувань, в  яких  об'єкти, що   відмовили   замінюються   новими   (передбачене   відновлення) позначаються буквою М. Плани для невідновлюваних об'єктів, але тих, що замінюються при випробуваннях у  випадку  відмови,  позначаються буквою R.

Випробування можуть  продовжуватись  до  відмови  встановленої кількості об'єктів r ≤ N або продовжуватись  певний  час  Т.  Іноді використовують змішані плани, коли  випробування  продовжуються  до відмови r об'єктів, якщо наробіток tr  до появи r-ої  відмови  tr < Т, або тривають певний час (наробіток) Т, якщо tr  ≥Т(план [NU (r,T)]).

Стандарти визначають із основних  планів  випробувань    (ГОСТ 27.002-89). Основні з них: 

І. План випробувань [NUТ], згідно якого  одночасно  випробують N об'єктів; об'єкти, які відмовили під час випробувань не відновлю​ють s не замінюють, випробування припиняють, коли  закінчується час випробувань  чи  наробіток  Т  для   кожного   об'єкта,   який   не відмовив.

2. План випробувань [NUr], згідно якого одночасно випробують N об'єктів; об'єкти, які відмовили під час випробувань не відновлюють s не замінюють; випробування припиняють, якщо число об'єктів,    що відмовили досягло r. При r = N маємо план [NUN].

3. План випробувань [NUz], згідно якого одночасно випробують N об'єктів; об'єкти, які відмовили під час випробувань  не  відновлю​ють 1 не замінюють; кожний об'єкт випробують  на  протязі наробітку zi ,  де zi = min (t1, T1) Тут і = 1,2,... ,N; t - наробіток до    відмови i-го об'єкта; Тi - наробіток до  зняття з випробувань  працездатного i-го об'єкта.

4. План випробувань [NRr], згідно  якого  одночасно  починають випробування  N об'єктів;   об'єкти,   які   відмовили   під   час випробувань,  замінюють  новими;  випробування   припиняють,   коли кількість об'єктів,  що  відмовили,  сумарна  за  всіма  позиціями, досягла r.

5. План випробувань [NRT], згідно якого одночасно    починають випробування N об'єктів; об'єкти, які відмовили під час випробувань замінюють  новими;  випробування  припиняють  при  закінченні  часу випробувань або наробітку Т для кожної з N позицій.

6. План випробувань [NMr], згідно якого одночасно випробують N об'єктів, після кожної  відмови  об'єкт  відновлюють,  випробування припиняють,  коли  сумарна  за  всіма  об'єктами  кількість  відмов досягла г.

7. План випробувань NMТ], згідно якого одночасно випробують N об'єктів, після кожної відмови об'єкт  відновлюють,  кожний  об'єкт випробують до закінчення часу випробувань або нароботку Т.

8. План випробувань [NMt∑], згідно якого одночасно  випробують N об'єктів, після кожної відмови об'єкт  відновлюють;  випробування припиняють   при   закінченні   сумарного   за   всіма    об'єктами часу випробувань або наробітку t∑.

В літературі зустрічаються і інші - змішані плани випробувань.

Рекомендації з вибору планів для оцінювання надійності наведені в табл.2.1.

Таблиця 2.1.

	Можливість відновлення шляхом ремонту
	Показник надійності, що оцінюється
	Познач-ення плану
	Додаткові рекомендації


	1
	2
	3
	4

	Не передбачена 
	Середній або гама- процентний наробіток до відмови
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	[NUN]

[NUr]

[NUZ]

[NUT]

[NRr]

[NRT]
	Плани [NRr], [NRT] використовують при наявності обмежень на тривалість експериментального дослідження, плани [NUN] для підвищення точності оцінки 

	Не передбачена
	Імовірність безвідмовної роботи
	[NUT]
	

	Передбачена
	Середній наробіток на відмову 
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	[NMr]

[NMT]

[NMt(]
	План [NMt(] зі зміщеною оцінкою

	
	Середній або гама- процентний ресурс (термін служби)
	[NUN]

[NUr]
[NUT]
[NUZ]

[NRr]

[NRT]
	[NRr], [NRT] використовують при наявності обмежень на тривалість експериментального дослідження, план [NUN] – для підвищення точності оцінки.

	Передбачена
	Середній час відновлення 
	[NMr]

[NMT]

[NMt(]
	План [NMt(] зі зміщеною оцінкою

	
	Коефіцієнт готовності
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	[NMr]

[NMT]

[NMt(]
	План [NMt(] зі зміщеною оцінкою

	Не підлягає урахуванню
	Середній термін збережуваності 
	[NUT]

	

	
	Гама-процентний термін збережуваності
	[NUr]
	



Результати випробувань зазвичай представляють у вигляді упорядкованої послідовності (варіаційного ряду) чисел t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tN, які є значеннями наробітку до відмови об’єктів. 
2.2. Побудова графіків експериментальних розподілів. Точкові оцінки.  

2.2.1. Емпірична функція розподілу

Як зазначалось раніше,  найбільш  повною характеристикою  для надійності  елементів  є   функція   розподілу   Fξ (t)  для   часу безвідмовної роботи. Про вигляд функції розподілу можна  судити  по так званій  емпіричній функції розподілу,  яка  визначається  через рівняння
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де r – номер відмови

для  значень  ξ, tr ( ξ ( tr+1.

Згідно з теоремою Гливенка (8) з імовірністю і
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На рис. 2.2 показані емпіричні функції розподілу 
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 EMBED Equation.3  [image: image16.wmf]F

ˆ

10 (t) і 
[image: image17.wmf] 

(t)

 

ˆ

100

F

, коли відповідно загальна кількість досліджених об'єктів дорівнюють N1 =10 та N2 = 100 і   теоретична   функція   розподілу дорівнює Fξ (t)  = 1 – е–-t, λ=1

Якщо застосовується план [N, U,Т], то значення емпіричної функції Fξ (t)   можуть бути визначені тільки для t ( T. Якщо ж застосовується план [ N, U, r], то значення емпіричної функції визначаються тільки до рівня 
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2.2.2. Гистограма


Оцінкою для щільності розподілу
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. У відмінності від емпіричної функції 
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 може бути побудована двома способами. Можна розбити область значень часу t (ось абсцис) на рівні інтервали t1, і = 1, -n.   і підрахувати кількість відмов у кожному інтервалі. При другому способі як і у випадку емпіричної функції розбивається на  інтервали загальна кількість відмов (ось ординат), так,   щоб кількість відмов у кожному інтервалі r  була не меншою   10,  ∆r1 = ∆r1 + 1, і = 1, -n.  У цьому випадку на осі абсцис відкладаються моменти появлення кратної ∆r відмови (наприклад, ІО-ої, 20-ої. 30-ої, і так далі).

На рис. 2.3 (випадки а і b) показані гістограми. побудовані двома способами відповідно, для умов Fξ  (t) = 1 – e-t, N = 50, ∆t = 0,9, ∆r = 10.
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Рис. 2.2.
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Рис. 2.3.

Емпірична функція

Якщо число елементів N, що випробуються велике
і інтервали між послідовними моментами  відмов  порівняно   невеликі,   то  можна побудувати емпіричну функцію інтенсивності відмов. Для  цього  весь діапазон наробітку розбивають на рівні інтервали Δt і  підраховують кількість відмов Δг , які припадають на кожний 1-й  інтервал.  Тоді статистична інтенсивність відмов, яка відповідає  даному  інтервалу Δt визначається як
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де 
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- загальне (накопичене) число відмов за наробіток (0, t1-1) .

Результати розрахунків зводяться до таблиці 2.2

Таблиця 2.2.

	Δt1
	Δt2
	.  .  .
	Δt1
	.  .  .
	Δtn
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На  підставі  даних  таблиці   будується   східчастий   графік статистичної інтенсивності відмов 
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У  тих  випадках,  коли  об'єкти  пропрацювали  різний   час. доводиться поділяти їх на групи по числу пропрацьованих годин.

При обчисленні значень 
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, для різних періодів роботи  об'єкта використовується різне число груп,  яке весь час  зменшується.  При цьому точність побудови 
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 дещо знижується із збільшенням  t.
Приклад 1.1.

Під спостереженням знаходились дві групи працюючих  однотипних пристроїв. Пристрої групи і напрацювали 1100 годин, пристрої  групи II – 500 годин.  В пристроях  групи  і в наявності  4000  елементів певного типу, в пристроях групи II- 8000 елементів цього ж типу.  В процесі експлуатації зафіксовано ряд відмов пристроїв із-за  відмов елементів даного типу. По наробітку до відмови елементи групуються так, як показано в табл.4.3.

При рішенні даної задачі  значення  
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 для  інтервалу  роботи (0,500) год. обчислюються за статистичними даними  для  обох  груп пристроїв, тобто для 12 000 елементів.

Значення 
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 для інтервалу роботи (500,1000) год.  обчислюються за статистичними даними пристроїв першої групи. Хід обчислювань  за формулою (2.10) видно з табл.2.3.

Таблиця 2.3.

	Величина, яка визначається
	Інтервали часу  роботи, год

	
	50
	50-100
	100-200
	200-300
	300-400
	400-500
	500-600
	600-700
	700-800

	Число відмов у 1 групі.
Δг1
	6
	21
	44
	23
	14
	12
	9
	II
	8

	Число відмов у II групі,
Δг11
	14
	43
	88
	49
	27
	22
	-
	-
	-



	Загальне число відмовивших елементів
Δг
	20
	64
	132
	72
	41
	34
	9
	II
	8

	Загальне накопичене число г
	0
	20
	84
	216
	288
	329
	120
	129
	140

	Число безвідмовних елементів (N - r)

)
	12000
	ІІ980
	ІІ9І6
	ІІ784
	ІІ7І2
	ІІ67І
	3880
	3871
	3860

	Статистична 

інтенсивність
відмов 
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 год · 105

Л-.год-ІО5
	3,3
	10,7
	II.I
	6,1
	3.5
	2.9
	2.3
	2.8
	2.1


За даними таблиці будується східчастий графік 
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 Крім побудови графіків експериментальних розподілів за результатами випробувань можна одержати точкові оцінки або знайти довірчі інтервали, у яких  з  довірчою  імовірністю  знаходиться  невідомий параметр розподілу (показник надійності).

2.2.4. Точкові оцінки для експоненційного закону розподілу

З задачею пошуку точкових оцінок значень невідомих параметрів зіткаються у тих випадках, коли на підставі  випробувань  необхідно знайти параметри функції розподілу, аналітичний вигляд якої відомий або знайти числові  характеристики  випадкової  величини.  Оскільки оцінка параметру залежить від результату випробувань і є випадковою величиною,  то  критеріями  якості  оцінки  е   її   незміщенність, переконливість і ефективність.

Існує декілька способів пошуку  найкращих  оцінок  [4,8].  Це - метод максимальної  правдоподібності,  графічні   методи,   методи моментів та квантилей.

Щоб пояснити суть  метода максимальної правдоподібності,  розглянемо вибірку значень нароботку до відмови

ξ1 , ξ2 ...., ξn.                                               (2.11)

Припустимо, що вигляд розподілу нароботку до  відмови  відомий  fξ (t)  невідомі  лише  параметри  цього  розподілу   α1 ...., ακ.

Імовірність появи  кожного  із  значень  вибірки  (2.11)  в  малому інтервалі дорівнює

fξ (t1)  · Δt.                                                (2.12)

Імовірність спільної появи всіх  значень  вибірки  (2.11)  при незалежних випробуваннях

    p = fξ  (t1) · fξ  (t2) . . . fξ  (tn) ·  Δt1 · Δt2  . . .Δtn.                  (2.13)

Необхідно вибрати такі
значення параметрів ακ для розподілу fξ (t1), щоб імовірність
(2.13) була максимальною. На практиці замість імовірності (2.13)  розглядають функцію правдоподібності вигляду
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яка має максимум  при тих же значеннях αj,  
Оцінки 
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 j = 1, - k знаходять із рівняння правдоподібності
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Для усеченої вибірки при відомих г-значеннях наробітку до відмови з n за час Т функція правдоподібності має вигляд 
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Як приклад знайдемо методом максимальної правдоподібності оцінку параметра Т0 показового розподілу


[image: image44.wmf](

)

0

0

1

T

t

e

T

t

f

-

=

x

,

При умові, що за час випробувань Т відмовило r виробів з k.


Складемо функцію правдоподібності згідно з (2.16)
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Запишемо рівняння правдоподібності
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З якого можна одержати
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При використанні методу моментів параметри теоретичного розподілу визначають з умови рівності найважливіших моментів теоретичного розподілу відповідним статистичним моментам [4, 8].

Зупинимось окремо на точкових оцінках для експоненційного закону розподілу для різних планів випробувань на надійність. Це пояснюється двома причинами. По-перше, експоненційний закон знаходить серйозне використання в задачах теорії надійності (більш ніж 80% агрегатів ЛА мають цей закон розподілу  наробітку на відмову, а також добра теоретична вивченість закону). По-друге, для показового закону у багатьох випадках вдається вирішити задачі в явній формі.

Як основний параметр, для якого будуються оцінки вибрано значення λ (хоч можна було б будувати і для Т0). У ряді випадків виникає необхідність одержання оцінок для імовірності безвідмовної роботи на протязі заданого часу

Р(Т) = е-λТ.

Розглянемо плани випробувань типу R з заміною елементів, які відмовили [N, R, (r, T)]. Для цих планів моменти спостерігаємих відмов утворюють пуассонівський потік з інтенсивністю Λ= λN.

План [N, R, T]. Припустимо n (t) – кількість спостерігаємих відмов, які виникли в момент часу t1 , ...., tn. Використовуючи метод максимальної правдоподібності можна показати, що незміщеною та ефективною оцінкою параметра λ є
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Слід зауважити, що в цьому випадку достатньою статистикою є тільки число n (Т), а самі моменти відмов ніякої додаткової інформації не несуть.

Приклад 2.2. Випробування проводились за планом [N = 100, R, T=200]. Відмови виникли в момент t1 = 51 год.,  t2 = 78 год., t3 = 110 год., t4 = 135 год., t5 = 180 год.. Загальна кількість відмов n = 5. За формулою (4.20) знаходимо
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План [N, R, r].    Достатньою статистикою для плану є момент виникнення  r-ої відмови. Незміщена оцінка для цього плану визначається формулою 
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Приклад. Випробування проводились згідно з планом [N=200, R,r = 10]. Момент реєстрації десятої  відмови t10 = 551 год. З формули (2.21) знаходимо оцінку
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План [N, R, (r, Т)].    При дослідженні цього, більш загального плану випробування припиняються в момент Т,  і при цьому спостерігається n (Т) < r відмов, або в момент tr  виникнення r-ої  відмови, якщо tr < Т. Для незаміщеної оцінки параметра λ за методом максимальної правдоподібності маємо 
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Плани типу U, в яких елементи, що відмовили не замінюються новими.

План [N, U, T]. Достатньою статистикою для цього плану будуть: число n (Т) елементів, які відмовили за час Т, сумарний наробіток елементів за час проведення випробувань.

Тоді оцінка 
[image: image53.wmf]l

 буде дорівнювати
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         (2.23)

Ця оцінка є зміщеною, однак точний підрахунок зміщення приводить до громіздких виразів.

Треба відзначити, що для порівняно надійних елементів при Т < 0,1 можна користуватись приблизним виразом для λ при 
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Якщо вважати, що формула (2.23) надто складна, то для оцінки λ можна виходити з формулі оцінки імовірності за частотою 
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Прирівнявши оцінку до теоретичного значення імовірності, одержують вираз для оцінки 
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Цією формулою можна користуватись для значень 0,2 < 
[image: image61.wmf](
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Зміщення одержаної оцінки u2 є нескінченним, оскільки з додатною імовірністю може статися, що N = n(T).

Приклад 2.3. Випробування проводились у відповідності до плану [N=IОО, U, Т=500]. Відмови виникли в моменти t1 = 31, t2 = 49, t3 =90, t4 =135, t5 = 161, t6 = 249, t7 = 323, t8 = 353, t9 = 383, t10 =436, t11 = 477 год. Загальна кількість елементів, що відмовили n(T) = 11.П, сумарний наробіток S(500)=47147. За формулою (2.23) оцінка λ. Складає
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Для випадку спрощеної формули (2.24) маємо
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План [N, U, r]  Достатньою статистикою для  цього   плану   є сумарний наробіток всіх елементів, які випробуються
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Оцінка максимальної правдоподібності з урахуванням зміщення і (4.27) дорівнює
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Приклад 2.4. Випробування проводились згідно з планом [N = 50, U, (r = 8)], моменти відмов   t1 = 91, t2 = 145,  t3 = 221,  t4 = 285,  t5 = 317,  t6 = 328, t7 = 411, t8 = 498 год.


Значення сумарного наробітку S(t8) = 91 + 145 + 221 + 285 + 317 + 328 + 411 + 498 (50 - 7) = 21965.
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2.3. Інтервальні оцінки показників надійності

2.3.1. Довірчий інтервал та імовірність. 

Часто  із-за  малих  об'ємів   спостережень   точкові   оцінки показників  надійності не  задовольняють  вимогам переконливості. незміщеності та ефективності, також самі  оцінки  мають  випадковий характер. Отже, може бути побудований закон розподілу оцінки  пара​метра і також може бути вирахувана імовірність попадання оцінки в заданий інтервал. Тобто мова йде про інтервальну  оцінку  параметра та пошук з заданою довірчою імовірністю границь  для  оцінки  так званих довірчих інтервалів. При цьому закон розподілу оцінки пара​метра залежить від закону  розподілу  випадкової  величини  та  від обсягу  випробувань  (вибірки N).  Нижче   будемо   мати   справу   з експоненційним законом розподілу  параметра  та  відповідним йому законом розподілу оцінки параметра - xj-квадрат - розподілом  з  2n ступенями свободи (x2 - розподілом) рис. 2.4.
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Рис. 2.4. Закон розподілу оцінки параметру

Позначимо  
[image: image67.wmf]Θ
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  оцінку  для  деякого, показника  надійності 
[image: image68.wmf]Θ

. Пред'явимо вимогу, щоб з деякою достатньо  великою  імовірністю  β відхилення  показника  від його  оцінки  не  виходило  з   області (-s1, -s2), тобто виконання такого рівняння:
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Перепишемо рівняння в іншому вигляді:
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     Це рівняння слід читати так: імовірність того, що  випадковий інтервал (
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) містить в собі  вірогідний, тобто точний, але не відомий нам показник 
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, дорівнює β.


Імовірність β  називається довірчою імовірністю,   інтервал (
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- довірчим інтервалом, а  його  границі  
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 - довірчими границями.

При відшуканні довірчого інтервалу  зазвичай вводять  одну  з таких двох додаткових умов для довірчих границь:


[image: image78.wmf]{

}

β

ε

Θ

ˆ

Θ

ε

Θ

ˆ

p

=

+

-

á

-

2

1

 .                           (2.31)


[image: image79.wmf](

)

(

)

.

α

β

ε

Θ

ˆ

Θ

p

ε

Θ

ˆ

Θ

p

2

2

1

2

1

=

-

=

+

ñ

=

-

á

              (2.32)

Імовірність ά (іноді називається рівнем значимості) представляє собою імовірність, якою вирішено нехтувати при  даних розрахунках (часто приймається  ά = 0,05...0,І ).

Рівняння (2.31) при έ1 = έ2 = έ3 означає, що оцінка  
[image: image80.wmf]Θ
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  знаходиться  посередині довірчого інтервалу. Величину έ  іноді називають точністю статистичної оцінки.  Умова  (2.31)  приймається зазвичай при симетричному розподілі оцінки 
[image: image81.wmf]Θ
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Рівняння (2.32) означає,  що рівні  довірчі  імовірності  для частин довірчого інтервалу, які знаходяться праворуч і ліворуч  від 
[image: image82.wmf]Θ
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. Умова (2.32) приймається при несиметричному розподілі оцінки 
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.

Таким чином, якщо за досвідом експлуатації розрахована  оцінка 
[image: image84.wmf]Θ
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   показника надійності об'єкта, а потім з умови виконання рівняння з урахуванням (2.31) або рівняння (2.32) знайдено довірчий інтервал
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 із заданою довірчою імовірністю β, то за експлуатаційними даними можна  стверджувати,  що  вірогідне,  але невідоме нам значення показника надійності 
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 з довірчою імовірністю β розташоване між границями  
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. Очевидно,  що  зі збільшенням числа однотипних пристроїв, які  експлуатуються  (тобто числа дослідів)  при  однаковій довірчій  імовірності  β  довірчий інтервал Іβ буде звужуватись, а довірчі границі зближуватись.

2.3.2. Довірчий інтервал наробітку на відмову.

При рішенні  практичних задач пошуку  довірчих  інтервалів при кожній  β необхідно  знати функцію розподілу  оцінок показників надійності. Знайдемо функцію щільності  розподілу  оцінки нальоту (наробітку) на відмову, яка  є  найбільш  важливою  та  уживаною в роботі  служби  озброєння  (ІАС)  характеристикою   експлуатаційної надійності авіаційної техніки.

Хай за сумарний час нальоту 
[image: image89.wmf]å
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, літаків частини виникло рівно п відмов однотипних агрегатів  авіаційного  обладнання.  Тоді  оцінка нальоту на відмову агрегату
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Ця величина випадкова. У іншому аналогічному досліді сумарний наліт до виникнення рівно n відмов може бути іншим. Відмови відновлювальних об’єктів авіаційної техніки утворюють стаціонарний пуассонівський потік. Імовірність появи рівно k відмов за час 
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Імовірність появлення n і більш відмов:
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В цих виразах 
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Імовірність  (2.35)  представляє  собою  інтегральну   функцію розподілу відносно випадкового нальоту 
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 до появи n відмов.  

Введемо нову змінну  перепишемо у вигляді 
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Диференціюючи  (2.36) по dx2 , одержимо функцію  щільності розподілу випадкової величини 
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(тобто побічно одержимо функцію розподілу оцінки Т0   від 2n - ступенів свободи - кількості випробувань)
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Ця функція відповідає відомому в теорії імовірностей, так званому χ2 розподілу з 2n ступенями  свободи. Крива χ2 розподілу наведена на рис. 2.5.
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Рис. 2.5. Функція щільності  x2 розподілу

Знаючи чисельне значення цієї функції в  залежності  від аргументу 2n ступенів свободи та задавшись довірчою імовірністю β можна  знайти довірчий інтервал для величини χ2 → 1β, а  отже, і довірчий  інтервал для Т0 тобто Т0min та Т0max.

Перейдемо до визначення довірчого  інтервалу  для  заданої  β. Позначимо 
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 - верхню границю довірчого інтервалу

(рис. 2.5)  і  відповідно  до  рівняння  випишемо  для пошуку  цих границь
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Рішення рівнянь відносно    
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табульовані та зведені в табл. 2.4 [З]. 

Таким чином, с довірчою імовірністю β
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З урахуванням прийнятого вище позначення 
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Таблиця 2.4. 
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2n
	0,99
	0,98
	0,95
	0,9
	0,8

	2
	0,020
	0,004
	0,103
	0,211
	0,446

	4
	0,297
	0,429
	0,711
	1,064
	1,649

	6
	0,872
	1,134
	1,635
	2,200
	3,070

	8
	1,646
	2,030
	2,730
	3,490
	4,590

	10
	2,56
	3,06
	3,94
	4,86
	6,18

	12
	3,57
	4,18
	5,23
	6,30
	7,81

	14
	4,66
	5,37
	6,57
	7,79
	9,47

	16
	5,81
	6,61
	7,96
	0,31
	11,15

	18
	7,02
	7,91
	9,39
	10,86
	12,86

	20
	8,26
	9,24
	10,85
	12,44
	14,58

	22
	9,54
	10,60
	12,34
	14,04
	16,31

	24
	10,86
	11,99
	13,85
	15,66
	18,06

	26
	12,20
	13,41
	15,38
	17,29
	19,82

	28
	13,56
	14,85
	16,93 
	18,94
	21,60

	30
	14,95
	16,31
	18,49
	20,60
	23,40

	32
	15,74
	17,35
	19,85
	22,18
	25.21

	34
	17.17
	18,85
	21,45
	23,88
	27,01

	36
	18,61
	20,35
	23,05
	25.56
	28.81

	38
	20,04
	21,85
	24,64
	27,33
	30,58

	40
	21,52
	23,40
	26,28
	28,96
	32.40

	42
	22.99
	24,92
	27,90
	36,60
	34,20

	44
	24,50
	26,50
	29,57
	32,40
	36,04

	46
	25,99
	28,01
	31.21
	34,12
	37,85

	48
	27,53
	29,85
	32,89
	35,70
	39,66

	50
	29,03
	31,21
	34,53
	37,59
	41,50

	52
	30,58
	32,85
	36,21
	39,24
	43,34

	54
	32,08
	34,36
	37,85
	41,04
	45,13

	56
	33,70
	36,04
	39,61
	42,88
	4,05

	58
	35,20
	37,55
	41,23
	44,56
	48,81

	60
	36,82
	39,25
	42,97
	46,37
	50,70
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2n
	0,2
	0,1
	0,05
	0,02
	0,01

	2
	3,22
	4,60
	5,09
	7^82
	9,21

	4
	5,99
	7,78
	9,49
	1,67
	13,28

	6
	8,66
	10,64
	12,59
	15,03
	16,81

	8
	11,03
	13,38
	15,51
	18,07
	20,10

	10
	13,44
	15,99
	18,31
	21,20
	23,20

	12
	16,81
	18,55
	2,00
	24,10
	26,20

	14
	18,15
	21,10
	23,70
	 26,90
	29,10

	16
	20,80
	23,50
	26,20
	29,30
	32,00

	18
	22,28
	26,00
	28,90
	32,80
	34,80

	20
	26,00
	28,40
	31,40
	35,00
	37,60

	22
	27,30
	30,80
	33,90
	37,70
	40,30

	24
	29,30
	33,20
	36,40
	40,30
	43,00

	26
	31,80
	35,60
	38,90
	42,00
	45,60

	28
	34,00
	37,00
	41,30
	45,40
	48,80

	30
	36,20
	40,30
	43,80
	46,00
	50,90

	32
	38,55
	 42,51
	45,06
	40,90
	52,70

	34
	40,77
	44,84
	48,32
	52,43
	55,34

	36
	42.97
	47,14
	50,70
	54,92
	57,89

	38
	45,13
	49,40
	53,05
	57,35
	60,39

	40
	47,34
	51,72
	55,44
	59,84
	62,95

	42
	49,50
	53,98
	57,79
	62,28
	65,44

	44
	51,76
	56,29
	60.17
	64,75
	67,98

	46
	53,87
	58,54
	62,50
	 67,17
	70,45

	48
	56,08
	59,95
	65,92
	69,62
	71,40

	50
	58,21
	63,06
	68,33
	72.00
	72.97

	52
	60,39
	65,32
	69,50
	74,42
	77,88

	54
	 62,50
	67,51
	71,76
	7,.76
	80,27

	66
	64,75
	69,86
	74,18
	 79,26
	82,82

	68
	66,82
	 72.00
	76,38
	81,54
	95,15

	60
	69,03
	74,30
	78,75
	83,98
	87,65


  В правій і лівій частинах тут записані  відповідно  верхня  та нижня границі довірчого інтервалу для точного  показника  наробітку (нальоту) на одну відмову Т0  які  визначаються  за  одержаними  з досвіду експлуатації  значеннями  сумарного  нальоту  t∑ та  числа відмов n.

  Приклад 2.5. Сумарний наліт літаків частини склав 5000  годин, за цей час виникло 14 відмов   систем    автоматичного    виробітку палива на літаку. Знайти з вірогідністю β = 0,9 довірчі  границі  для нальоту на одну відмову цих систем.

Маємо t∑  = 5000 год. n = І4,  
[image: image114.wmf]2
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 =0,05. З таблиці  2.4  знаходимо
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= 41,3, одержимо 242 год. < Т0 < 591 год..

Таким  чином,  за  вихідними  статистичними  даними  прикладу можливо лише стверджувати, що з імовірністю 0,9 дійсний час нальоту на одну відмову систем знаходиться між 242  і  591  год.  Між  тим оцінка нальоту на одну відмову
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За аналогічною методикою визначаються  довірчі  інтервали  для. наробітку  агрегатів  до  відмови  (середнього  часу   безвідмовної роботи), для середнього часу ремонту  та  інших  видів  відновлення агрегатів  авіаційної  техніки,  якщо  час  ремонту   (відновлення) розподілений за експоненційним  законом.  У ряді  задач  достатньо знайти границі однобічного довірчого інтервалу. Тоді при 
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отримуємо Т0 > 270 год,  де 
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 також беруться з таблиці 2.4 (
[image: image120.wmf]2
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=37,0).

Приклад 2.6. В авіаційні частини надійшли в  експлуатацію  10 літаків з  новими  бортовими  ЦОМ.  Сумарний наробіток  до  першої відмови склав 2030 годин. Установити  з довірчою імовірністю  β = 0,95 чи відповідає  дійсний  середній  час   їх   безвідмовної   роботи зазначеному технічними умовами значенню Тт.у.   = 200 год.

Для оцінки середнього часу безвідмовної роботи маємо
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З таблиці 2.4 знайдемо 
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 (2n = 20,  ά =1-0,95=0,05). Звідки одержимо     
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 Таким чином, одержали негативну  відповідь.  Для  95%  блоків середній час безвідмовної роботи більший 130 годин (а не  200  год. як зазначено в  завданні).  Для  порівняння:  більш  ніж 200 год. напрацьовує тільки 55% блоків (перевірити самостійно).

Хай при тих же вихідних даних  сумарний час  простою ЦОМ на відновленні  із-за  відмов  склав  82  години.  Знайти  з  довірчою імовірністю  β = 0,96  границі  довірчого  інтервалу   для   дійсного середнього часу простою  
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 на відновленні із-за відмов. З табл. 2.4 для 2n = 20;  
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 = 0,98 знайдемо 
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Маємо  
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Вище обговорювались оцінки таких показників, як  середній час наробітку на відмову, розподілений за експоненційним законом. В той же час  показники ремонтопридатності  (середній час  відновлення, середній час виконання профілактичних робіт і т.і.) розподілені  за нормальним  законом,   тому  при  розрахунку   довірчих   границь користуються виразами
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де 
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 EMBED Equation.3  [image: image132.wmf]- оцінки середнього часу відновлювання і середнього квадратичного відхилення часу відновлення;

Таблиця 2.5

Розподіл Стьюдента. Значення ή = ή (β,  r)

	
	0,90
	0,95
	0,98
	0,99
	0,999

	4
	2,132
	2,776
	3,717
	4,094
	8,610

	5
	2,015
	2,571
	3,365
	4,032
	6,859

	6
	I ,943
	2,447
	3,143
	3,707
	5,959

	7
	1,895
	2,365
	2,998
	3,499
	5,405

	8
	1,860
	2,306
	2,896
	3,355
	5,041

	9
	1 ,833
	2,262
	2.821
	3,250
	4,781

	10
	1,812
	2.228
	2,764
	3,169
	4,587

	II
	1,796
	2,201
	2,718
	3,106
	4,487

	12
	1,782
	2,179
	2,681
	3,055
	4,318

	13
	1,771
	2,100
	2,650
	3,012
	4,221

	14
	1,701
	2,145
	2,624
	2,977
	4,140

	15
	1,753
	2,131
	2,602
	2,947
	4,073

	16
	1,746
	2,120
	2,583
	2,921
	4,015

	18
	1,734
	2,103
	2,552
	2,878
	3,922

	20
	1,725
	2,086
	2,528
	2,845
	3,850

	25
	1,708
	2,060
	2,485
	2,787
	3,725

	30
	1,697
	2,042
	2,457
	2,750
	3,646

	35
	1,689
	2,030
	2,487
	2,724
	3,591

	40
	1 ,684
	2,021
	2,423
	2,704
	3,551

	45
	1,679
	2,014
	2,412
	2,689
	3,522

	50
	1,676
	2,008
	2,403
	2,677
	3,497

	60
	1,671
	2,000
	2,390
	2,669
	3,460

	70
	1 ,667
	1 ,995
	2,381
	2,648
	3,426

	80
	1 ,664
	1,990
	2,374
	2,639
	3.416

	90
	1,662
	1,987
	2,368
	2,632
	3,401

	100
	1,660
	1,984
	2,364
	2,626
	3,391

	
	1,645
	1 ,960
	2,326
	2,576
	3,291


n- кількість відновлень (випробувань);

r = n - І;
η(β, r) - табличні значення розподілу Стьюдента  p r- ступенями свободи і довірчою імовірністю β (таблиця 2.5).

Приклад 2.7. На протязі року було виявлено 9 відмов і несправностей   інерціальних   курсовертикалей.    Середній    час відновлення склав  
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 = 4 год., а середнє квадратичне відхилення 
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= 1,2 год. Знайти довірчий інтервал для часу відновлення при  β = 0,95.

З таблиці розподілу Стьюдента табл.2.5 визначаємо η(β, r) при β = 0,95 і  r =8, що складає η(β, r)  = 2,306. Тоді по (2.42) одержимо

3,18 ч. < Тв < 4,82 ч.

Визначення  виду  закону  розподілу  характеристик  надійності здійснюється  шляхом  побудови  емпіричних функцій розподілу   за статистичними даними з подальшою перевіркою гіпотез про  належність їх до того чи іншого закону розподілу.

2.4. Перевірка гіпотез про надійність
2.4.1. Задача перевірки статистичних гіпотез

Одною  з  головних  задач  математичної  статистики  є  задача перевірки  статистичних   гіпотез.   Вихідними   поняттями   теорії перевірок статистичних гіпотез є поняття основної  Н0  і  конкуруючої Н1    гіпотез  та  критерії  згоди,  які   перевіряють   погодженість результатів дослідів з видом гіпотези.

Припустимо, що існує простір виходів дослідів {ξі}  а,  отже, вихід дослідів - випадковий і існує закон розподілу виходу дослідів Fξ((), вид якого невідомий і належить класу F
Fξ(()  ε F,                                                       (2.43)

де ( - вектор параметрів розподілу.

Так, для нормального розподілу
( = (а; σ2), для
експоненційного ( = λ і  т.д.
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Можна сформулювати декілька  гіпотез  -  простих  і  складних, пов'язаних з результатами випробувань. Так,  простою є гіпотеза Н0, яка полягає в тому, що параметр експоненційного розподілу  дорівнює λ0, а конкуруюча основні  гіпотези Н1  в тому,  що він  дорівнює λ1. Також простою  є  гіпотеза,  що  розподіл  Fξ(()  є  рівномірним  у інтервалі (0,1), а конкуруюча - нормальним з параметрами (0,5; 2).

Якщо ж гіпотеза Н0 полягає в тому, що вивчаєма нами  випадкова величина розподілена за експоненційним законом з  параметром  λ, а конкуруюча гіпотеза - всі можливі розподіли - то вона  е  складною. Таким чином, гіпотези Н0 і Н1 називаються простими, коли відповідні їм підмножності параметрів Ω0 і Ω1   містять тільки по одній точці (0 і (1.

Прийнявши або спростувавши гіпотезу Н0, яка нас  цікавить,  ми можемо здійснити помилки двох типів:  відхилити  гіпотезу  Н,  коли вона вірна, прийняти  гіпотезу  Н,  коли  вона  хибна.  Перший  тип помилок називається помилкою першого роду;  другий  тип помилок  - помилкою другого роду (ризик постачальника, ризик замовника).

Імовірність  помилок  першого  та  другого   роду   однозначно визначається  вибором  критичної  області.  Тобто  множність   всіх можливих результатів спостережень ( ξ1, ξ2,..., ξn ),  розподіляється на дві  підмножини  R1 і R2,  які  не  перетинаються.  Гіпотеза приймається, якщо результат можливих спостережень влучає в  область R1  і відхиляється при влученні в область R2 . Область R2 називається критичною.

Тоді, позначивши через α - помилку першого роду, а через  β  - помилку  другого  роду,  символічно   прийняті   позначення   можна визначити
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Природно, що для простих гіпотез задача полягає в тому, щоб

знайти найбільш вигідну критичну область, тобто  таку  область, для якої величини   приймають найменші  значення.  Виявляється, що при заданому об'ємі вибірки неможливо одночасно зробити і α і β скіль завгодно малими. Задачу доводиться ставити  інакше:  вибравши за тими чи іншими міркуваннями α, знайти критичну область  R2 ,  для якої β приймає найменше можливе значення. Відносно простих  гіпотез доведена  важлива  теорема  Неймана-Пірсона  про  вибір   критичної області.

Теорема Неймана-Пірсона. Хай перевіряється проста гіпотеза  Н, яка  посідає  в  тому,  що  має  місце  розподіл  F0   з   щільністю імовірностей f0 (х) проти конкуруючої гіпотези - має місце  розподіл F1  з щільністю імовірностей f1 (х). Критична область R2  із   заданою помилкою першого роду  α має найменшу  помилку  другого  роду,  якщо вона визначена за правилом: х=(х1 , х2 ,..., хn ) належить R2   тоді  і тільки тоді, коли

f0 (х)  >  сf1 (х)                                                                 (2.47)

Постійна С визначається  з  умови,  що  помилка  першого  роду дорівнює α..

Вірне й зворотне: якщо мається  критична  область  із  заданою помилкою першого роду α та з мінімальною помилкою другого  роду  β, то ця критична область визначається за вказаним  правилом.  Зворотне речення невірне  тільки  в  тому  випадку,  коли  мається  критична область з помилкою першого роду, меншою α та β = 0.

Зауважимо, що помилку  першого  роду  називають  також рівнем значності  критерію  перевірки  гіпотези.  Величину  (І-β),   тобто імовірність відхилити  гіпотезу  Н0,  коли  вона  хибна,  називають потужністю критерію.

Дана  теорія  застосовується  на  практиці,   наприклад,   при призначенні припусків на  контролюємі  параметри.  Вона  докладніше наведена в [І,8,І4]. При розгляданні показників контролепридатності під α будемо розуміти імовірність  "хибної"  відмови,  а  під  β - імовірність невиявлення відмови.

Відносно складних гіпотез - гіпотез про перевірку виду  закону розподілу, наприклад,  наробітку  до  відмови  -  ставиться  задача побудови критерію, який перевіряє узгодженість  виходу  досліду  з однією з гіпотез. В цьому випадку під критерієм  розуміють  систему правил обробки результату випробувань, на підставі  якої приймається одна з гіпотез, а решта - відхиляються.

2.4.2.Критерії згоди

Припустимо, що в ході випробувань на безвідмовність побудовано статистичний розподіл наробітку до відмови  
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,  який вирівняно деякою теоретичною кривою 
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. Як добре не була б підібрана теор​етична крива, між нею та статистичним розподілом не уникнути деяких розбіжностей.   Природно   виникає   питання:   пояснюються    ці розбіжності  тільки  випадковими  обставинами,  які   пов'язані   з обмеженим числом спостережень, чи вони є суттєвими та  пов'язані  з тим, що підібрана нами крива  погано  вирівнює  даний  статистичний розподіл (рис. 2.6).
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Рис. 2.6.

Задача полягає в  перевірці    гіпотези  Н-випадкова  величина наробітку  підпорядкована  деякому  закону  розподілу   (наприклад, експоненційному). Для того, щоб прийняти чи спростувати гіпотезу Н, розглянемо деяку величину U, яка характеризує  ступінь  розбіжності теоретичного i  статистичного  розподілів.  Величина  U може  бути. вибрана різними способами: наприклад, в якості U можна  взяти  суму квадратів відхилень теоретичних  імовірностей  рi  від  відповідних частот 
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 або ж суму  тих  же  квадратів  з  деякими  коефіцієнтами ("вагами"),  або  ж максимальне  відхилення  статистичної  функції розподілу  
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 від теоретичної  Fξ (t)  т.д.

Припустимо, що величина  U  вибрана  тим  чи  іншим  способом. Очевидно, це е  деяка  випадкова  величина.  Закон  розподілу  цієї випадкової величини U  залежить  від  закону  розподілу  випадкової величини  ξ  над  якою проводились  досліди  (в  даному   випадку наробіток до відмови) та від числа дослідів n.

Припустимо, що закон розподілу міри розбіжності U нам відомий. В результаті  проведеної  серії   дослідів   виявлено,   що   міра розбіжності  U,  вибрана   нами,   прийняла   деяке   значення   u. Запитується, чи можна пояснити це випадковими причинами  або  ж  ця розбіжність надто велика та
вказує на  наявність  суттєвої  різниці між теоретичним і статистичним розподілами і, отже, на непридатність гіпотези Н? Для відповіді на це  питання  припустимо, що гіпотеза Н вірна, і обчислимо при цьому  припущенні  імовірність того, що за рахунок випадкових  причин,  пов'язаних  з  недостатнім об'ємом дослідного  матеріалу,  міра  розбіжності  U виявиться  не меншою, ніж  значення u, яке  ми  спостерігаємо  в  досліді,  тобто обчислимо імовірність події U ( u.

Якщо ця імовірність дуже мала, то гіпотезу Н слід відхилити як мало правдоподібну; якщо ж ця імовірність значна, слід визнати,  що експериментальні дані не суперечать гіпотезі Н.

Виникає питання про те, яким же способом  слід  вибирати  міру розбіжності U. Виявляється, що при деяких  способах  її  вибору  та вибору "вагових коефіцієнтів" сi  закон  розподілу  величини  U має дуже прості властивості i при достатньо  великому  N практично  не залежить  від функції   Fξ (t)  .   Такими   мірами   розбіжності   й користуються  в  математичній  статистиці  як   критеріями   згоди. Найчастіше зі всіх критеріїв використовують критерій  
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Припустимо, що зроблено n незалежних  дослідів,  в  кожному  з яких випадкова величина наробітку виробу ξ  прийняла певне значення. Результати дослідів оформлені у вигляді статистичного ряду:
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Потрібно перевірити, чи узгоджуються експериментальні  дані  з гіпотезою про те, що випадкова величина ξ має даний закон розподілу (заданий функцією розподілу Fξ (t)  і  щільністю fξ (t)  Назвемо  цей закон теоретичним.

При відомому    теоретичному  законі  розподілу  можна  знайти теоретичні імовірності влучення  випадкової  величини  в  кожний  з розрядів:

Р1,  Р2, .  .  .  .  .  , Рk.

Перевіряючи   узгодженість   теоретичного   та   статистичного розподілів, ми будемо  виходити  з  розбіжностей  між  теоретичними імовірностями рі і спостерігаємими частотами  
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. Природно  вибрати як міру розбіжності між теоретичним і статистичним розподілами суму квадратів відхилень (
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 - Рі), взятих з деякими "вагами" сі: 
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Коефіцієнти  сі  ("ваги"  розрядів)  вводяться  тому,  що    в загальному випадку  відхилення,  які  стосуються  різних  розрядів, не можна вважати рівноправними за значністю. Дійсно, одне й те ж за абсолютною величиною відхилення 
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 - Рі може бути  малозначним,  якщо сама імовірність рі, велика, і дуже помітним, якщо вона  мала.  Тому природно "ваги" сі обирають зворотньо  пропорційними  імовірностям розрядів Рі.

Далі  виникає  питання   про   те,   як   вибрати   коефіцієнт пропорційності. К. Пірсон довів, що якщо покласти
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то при великих N закон розподілу величини U має прості властивості: він практично не залежить від функції розподілу  Fξ (t) та від  числа дослідів N, а залежить тільки від числа розрядів k. Цей  закон при збільшенні N наближається до так званого розподілу χ2.

Розподіл χ2 з 2n ступенями свободи називається розподілом суми квадратів  2n   незалежних  випадкових    величин,  кожна  з  яких розподілена за нормальним законом з математичним  очікуванням,  яке дорівнює нулю, та дисперсією, що  дорівнює  одиниці.  Цей розподіл характеризується щільністю i обчислюється за спеціальними таблицями
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При виборі коефіцієнтів сi виходячи з (2.49) міра  розбіжності U позначається через χ2 і визначається таким чином
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Для зручності обчислювань введемо N під знак суми та, враховуючи, що 
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 - число значень в і-ому розряді, приведемо формулу (2.51) до виду:
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Розподіл χ2 залежить від параметра 2n, який називається числом ступенів свободи розподілу.  Число  ступенів  свободи  2n  дорівнює числу розрядів k статистичного  ряду мінус  число  незалежних  умов (зв’язків) s.

Прикладами зв'язків є:
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(ця умова обов’язково накладається у всіх випадках);
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(якщо нам невідоме значення математичного очікування і ми обчислюємо його статистично); 
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(якщо нам невідомі інші параметри розподілу  fξ (t)  -  наприклад  -дисперсія, s ми обчислюємо їх статистично).

Для розподілу χ2 складені спеціальні таблиці (див. табл.2.4  і рис.2.7) за якими, обчисливши  значення  розбіжності  χ2  та  число ступенів  свободи  2n=k - s  можна  знайти  імовірність  Р  того,  що величина  міри  розбіжності,  яка  розподілена   за   законом   χ2, перевищить це значення (в табл. 2.4 позначена через І- 
[image: image167.wmf]2

a

 ;  
[image: image168.wmf]2

a

 ).

Таким чином, розподіл χ2  (міри  розбіжності)  дає  можливість. оцінити  ступінь   узгодженості   теоретичного   та   статистичного розподілу. Будемо 
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Рис. 2.7.

виходити з того, що величина ξ дійсно розподілена за законом Fξ (t)   - гіпотеза Н0 . Тоді імовірність Р, визначена з табл.2.4, є імовірністю того, що за рахунок тільки випадкових причин міра розбіжності теоретичного та статистичного розподілу (2.52) буде не меншою, ніж фактично спостерігаємо  в  даній  серії  дослідів значення χ2. Якщо ця імовірність дуже  мала  (настільки мала,   що подію з такою імовірністю можна  вважати практично  неможливою), то результат досліду слід вважати таким, що суперечить гіпотезі Н0.  Цю гіпотезу слід відхилити як неправдоподібну.

Навпаки, якщо ця імовірність Р порівняно велика, можна визнати розбіжності між теоретичним і статистичним розподілами  несуттєвими і віднести їх за рахунок випадкових причин. Гіпотезу  Н про  закон розподілу Fξ (t)    можна вважати правдоподібною, або, принаймні, такою, що не суперечить дослідним даним.

2.4.3. Алгоритм застосування критерію Пірсона

І. Визначається міра розбіжності χ2 по формулі (2.52). 

2. Визначається число ступенів свободи 2n як число розрядів  k статистичного ряду мінус число накладених зв'язків s:
2n = k - s
де s = 2 - для експоненційного закону,

s = 3 - для нормального закону Вейбулла i т.д.

3. По 2n i χ2 за допомогою табл. 2.4 визначається  імовірність того, що величина розбіжності χ2 повинна бути рівною  або  більшою даного значення χ2. Якщо ця імовірність дуже мала (менш  ніж  0,1) гіпотеза   відхиляється   як   неправдоподібна   i   рекомендується перевірити експеримент, якщо можливо - повторити. У випадку,  якщо розбіжності  знов  вище  припустимого  -   необхідно   шукати   для описування Fξ (t) закон розподілу, який більш підходить.

Якщо ця імовірність велика, то цей факт сам по  собі  не  може вважатись  доказом  слушності  гіпотези  Н,  а   лише   підтверджує несуперечність гіпотези.

Якщо  ця  імовірність  дуже  велика  (наприклад  Р=0,99),   це означає,  що  розбіжності  неправдоподібно  малі  i  завжди  будуть більшими,  ніж  отримані  при  даному  досліді.  На   практиці   це пояснюється прийнятою  в  деяких  випадках  "підчисткою"  дослідних даних, коли деякі незручні результати відкидаються або змінюються.

Зрозуміло, що  критерій  χ2 застосовується,  коли  кількість дослідів N перевищує декілька сотень (справедливість критерію при N → () і в кожному розряді кількість  спостережень  mi (  5...І0  (або вони об'єднуються в один).

Приклад 2.8. В табл. 2.6 наведено  розподіл  кількості  відмов об'єкту АО парка в 223  літака-винищувача  по  інтервалам  польоту. Фіксувались моменти перших відмов - план [N, U, T]; N = 223, Т=300   г.

Гістограми вирівнювались експоненційними законами з параметрами, наведеними   в   табл. 2.6.   Необхідно   перевірити    узгодженість теоретичного та статистичного розподілів за критерієм χ2.

Таблиця 2.6.
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використовуючи  дані  табл. 2.6,  одержимо  оцінки   параметрів експоненційного розподілу для моменту часу  Т=300  з  використанням виразу для оцінок
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З використанням теоретичного
закону  розподілу
з  одержаними

оцінками параметрів 
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, знаходимо імовірність влучення  в  розряди за формулою
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де t1 I t2  - границі розряду.
Складемо порівнювальну таблицю чисел влучення в розряди  m1
i відповідних значень NР1  (для N = 223).
За формулою (2.52) визначаємо  міру  розбіжності  для  окремих об'єктів АО
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Визначаємо число ступенів  свободи  як  число  розрядів  мінус число накладених зв'язків s = 2
2n = 6 – 2 = 4.

В таблиці 2.4 (точніше в додатках [14] знаходимо для 2n = 4 при

(2 = 2,20,   Р = 0,7;

(2 = 3,36, Р = 0,5;
Звідки для (2  = 2,710 одержимо Р =  0,58.

Для  інших  об'єктів   АО   результати   виходять аналогічно перевірити самостійно).

Одержана імовірність не є малою,  тому  гіпотезу  про  те,  що закон  наробітку  до  відмови  є   експоненційним   можна   вважати правдоподібною.

Крім критерію (2 , для оцінки ступеню узгодженості теоретичного та  статистичного  розподілів  на  практиці  застосовують  і   інші критерії. Найбільш поширеним є критерій А.Н. Колмогорова, де як міра розбіжності   між   теоретичним    і   статистичним    розподілами розглядається максимальне значення  модуля  різниці  між функціями розподілу
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Критерій добре описано в [8,14].
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