ТЕМА 4. ЕФЕКТИВНІСТЬ ПРОЦЕСУ ТЕХНІЧНОЇ ЕКСПЛУАТАЦІЇ

4.1. Структура показників ефективності технічної експлуатації.
Під процесом експлуатації авіаційної техніки розуміють послідовну зміну за часом станів експлуатації ЛА (політ, підготовка до повторного польоту, тощо)

Під  показником   ефективності   процесу   експлуатації    ЛА розуміють кількісну характеристику властивостей процесу експлуатації, які визначають його здібність виконувати завдання, під час експлуатації авіаційної техніки. Узявши до уваги складну взаємодію значної кількості  елементів  в  процесі експлуатації та впливу широкого спектру випадкових факторів, ефек​тивність процесу експлуатації  характеризується  значною кількістю показників. Тобто для кожної з властивостей експлуатації   є своя група показників ефективності. Але властивості для різних видів ЛА можуть бути різними.

До  показників  ефективності  пред'являються  вимоги простоти показників, їх інформативної  забезпеченості, достатньої  точності та чутливості, повноти та відсутності надлишковості. Зазвичай, показ​ники ефективності можуть визначаться для кожного рівня процесу експлуата​ції  (експлуатація,  технічна  експлуатація,  ТО  і  Р).  Так,  для авіаційно-транспортної системи цивільної  авіації  та  для  літаків військово-транспортної авіації, сукупність  показників, що характе​ризують властивості експлуатації такі як:

·  регулярність польотів;  

· ефективності  використання   ЛА   і;  

·  економічність   їх експлуатації, наведені в таблиці 4.1.  Далі  нас  будуть  цікавити показники  ефективності  другого  та  третього  рівня.  Серед  них найважливіші:

Кп - питома сумарна трудомісткість (тривалість) ТО і Р - відношення сумарної трудомісткості (тривалості) ТО і Р до нальоту за розглядаємий період;

Спит   - питома сумарна вартість ТО і Р - відношення вартості  ТО і Р до нальоту за розглядаємий період.

У випуску 1042 “Нормативи та інструкції з організації ІАЗ ВПС України” можна виділити основні властивості процесу експлуатації літаків ВПС що стосуються:

· організації експлуатації (91 показник);

·  стану авіаційної техніки (10 показників);

· стану засобів експлуатації (5 показників);

· якості технічної експлуатації (154 показника).

Під якістю експлуатації АТ розуміють сукупність властивостей   процесу експлуатації, від яких залежить відповідність  цього  процесу  та його результатів встановленим вимогам. У випуску 1042 якість технічної  експлуатації  ЛА ВПС  оцінюється   такими   основними показниками:

І. Технологічним часом  всіх  видів підготовок АТ – tп (год.) - 20 показників.

2. Тривалість згортання/розгортання (ТЕЧ, СІС, передової команди) – 3 показника.

3.Трудовитратами на всі види робіт і контролю  стану АТ – Тто  (чол.-год.) - 30 показників.

4. Втрати робочого часу (загальні, на наряди,...) – 6 показників.

5. Кількість виконаних робіт (12-міс., 24-міс.,...) – 9 показників.

6. Середні трудовитрати на технічну експлуатацію одного ЛА (12-міс., 24-міс.,...) – 21 показник.

7. Середня тривалість робіт (12 міс....) – 9 показників.

8. Кількість виявлених несправностей, пошкоджень і  відмов – 21 показник.

9. Кількість передумов на авіаційну подію з різних причин (інцидентів) – 8 показників.

10.  Наліт на одну несправність, несправність з наслідками – 14 показників.

11. Кількість рекламацій, рацпропозицій, порушень технологічної дисципліни, заходів безпеки, військової дисципліни, кількість ПЗД – всього, з вини ІТС, ... – 21 показник.

12. Кількість відмінних ТЕЧ, літаків, укриттів – 3 показника.

Таблиця 4.1.

	Процеси
	Показники ефективності властивостей

	
	Регулярність

польотів
	Ефективність використання
	Економічність

	Експлуата​ція
	Р - коефіцієнт регулярності відправлень (враховані всі затримки ЛА)
	R - обсяг перевез.

Пп – продуктивність

польотів, т. км/год

W -наліт годин на один ЛА 
	СR -собівартість

перевезень, грн/т.км;

Р0 -рентабельність грн/грн.

	Технічна експлуа​тація
	Рт - коефіцієнт

регулярності відправлень (затримки з причини ТЕ)
	Кв - коефіцієнт

використання

Кви - коефіцієнт

можливого ви​користання
	С
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- питома

вартість системи ТЕ, 

грн/год нальоту

	Технічне обслуго​вування і ремонт
	РТОіР - коефі-

цієнт регуля​рності відпра​влень (затрим​ки з причини ТО і Р)
	Кп  - питома тривалість  ТО і Р, год/год нальоту

Ктв - коефіцієнт

технічного використання
	Спит - питома вар​тість ТО і Р, грн/год нальоту,

Кп - питома тру​домісткість ТО

і Р чол.год/год нальоту


В ГОСТІ В23743-88 приведена  номенклатура  показників  безпеки польотів, надійності,   контролепридатності,   експлуатаційної    та 
ремонтної технологічності (БНКТ). Всього 68  показників.  Деякі   з цих показників можуть бути  використані  як  показники  ефективності процесу ТЕ. До  них належать   комплексні показники надійності  та експлуатаційної технологічності:
- коефіцієнт плануємого застосування Кпз;

- коефіцієнт готовності до вильоту Кгв;

- коефіцієнт технічної готовності Ктг;

- коефіцієнт технічного використання Ктв.

І. Коефіцієнт плануємого застосування – Кпз -  частка  періоду експлуатації, на протязі якої  об'єкт  не  повинен  знаходитись  на плановому ТО і Р.
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2. Коефіцієнт готовності до вильоту – Кгв -  імовірність того, що виліт не  буде затримано більш припустимого часу  або  скасовано із-за несправності. Статистично він дорівнює
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3. Коефіцієнт технічної готовності – КТГ -  імовірність того, що у довільний момент часу ЛА не буде знаходитись на  плановому  ТО  і  його виліт не буде затримано більш припустимого часу або  скасовано із-за несправності

Ктг  = Кпз . Кгв                                                                                   (4.3)

4. Коефіцієнт технічного використання – Ктв – частка періоду експлуатації, на протязі якої об'єкт не повинен знаходитись
на пла​новому ТО і Р та відновленні
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4.2. Побудова системи показників ефективності контролю

Інформаційною   основою   та   інструментом   втілення   нових стратегій, концепцій і принципів технічної  експлуатації  в  засоби експлуатаційного контролю як основна частина засобів експлуатації.

Наведений  вище   аналіз   показників   ефективності   процесу технічної  експлуатації  приводить  до  висновку  про  неможливість вирішення проблеми формування системи експлуатаційного  контролю з допомогою одного,  навіть найбільш  загального  показника.   Необхідна побудова   ієрархічної   системи   показників,   орієнтованої    на призначення СЕК і ЛА в цілому, яка дозволить вирішувати дану задачу виходячи з критерію найбільш  високого  рівня  при  обмеженнях  на показники низьких рівней.

Така ієрархічна система показників наведена на рис.4.1.  Вищий рівень  показників  відповідає  призначенню ЛА  або  групи ЛА  із завдання  втрат  (поразки)    противнику.  До  них  можна  віднести імовірність виконання польотного завдання  (імовірність  завдання втрат противнику), комплексний показник - втрати в  літако-вильотах (  часу  бойового  використання),  обумовлені  контролем  або  його відсутністю  (ТО  і  Р).  Цей  рівень, містить   показники,   які розглядаються  тільки  для   умов   бойових   дій.   Якщо  показник розглядається  для   періоду   бойової   підготовки,   він   мусить розміщуватись на більш низькому рівні і буде характеризувати ЛА не комплексно, а з однієї з можливих сторін (наприклад, боєготовність, експлуатаційна технологічність та інш.).

Середній рівень показників СЕК  може  характеризувати  окремі сторони (параметри) ЛА, такі як  безпека  польотів,  експлуатаційна технологічність, боєготовність, економічність ТО і Р  та  інші.  До цих показників  належать  відповідно  до  ГОСТ  В23743-88  середній наліт на авіаційну  подію,  імовірність  авіаційної  події,  імовірність особливої ситуації на час польоту Qc , питома сумарна трудомісткість ТО і Р Sк , питома сумарна тривалість ТО і Р,  коефіцієнт  технічної готовності, коефіцієнт технічного використання, а  також показники економічності: вартість виграшу від ремонту  обладнання  в  умовах експлуатуючих  організацій,  вартість витрат на   переперевірку  за хибними відмовами та інш. Показники цього рівня можуть виступати як основні лише в тому випадку, якщо не вдається встановити вплив  тих чи інших засобів контролю на  показник  вищого  рівня (наприклад, засобів  контролю  демонтованого  обладнання).  Частіше  всього  ці показники не використовуються як допоміжні у  вигляді  обмежень  на рівень безпеки польотів, експлуатаційної технологічності та інші.

Найнижчий рівень показників характеризує параметри СЕК. До них належать показники контролепридатності, такі  як  повнота  контролю кожним засобом контролю, середня тривалість контролю, середній час підготовки до контролю, глибина пошуку відмов.  Імовірність  хибної інформації (відмови), імовірність невидачі інформації  (невиявлення відмови),  середній час  пошуку  відмови,  середня  трудомісткість контролю, середня трудомісткість підготовки до  контролю,  а  також показники програми контролю (періодичність різних етапів  контролю, призначений ресурс, стратегія  ТО  і  Р),  надійність  ОК   (закони розподілу наробітку ОК до відмови та самопроявлення відмови),  маси (в першу чергу бортових засобів контролю) і деякі інші.

Показники цього рівня можуть виступати як допоміжні (обмеження по масі,  надійності),  але  в  основному,  характеризують  перелік параметрів, які необхідно  враховувати при  одержанні  аналітичних виразів для показників вищих рівнів.

При виборі найбільш прийнятих показників з  наведеної  системи (див.рис.4.1) будемо виходити  із  загальних  вимог  до  показників ефективності. Показник мусить:

- відповідати цілям дослідження, що проводиться;

- відображати основні фактори, що впливають на досягнення  цих цілей;

- бути наявним і по можливості просто обчислюємим. Оскільки цілі дослідження відповідає  тільки  показник  вищого рівня,  його  оберемо  як  основний.  Найбільш  чутливим  до   всіх наведених факторів досягнення цих цілей шляхом  удосконалення   СЕК (показники  третього  рівня),  найбільш   наявним   і   аналітичним обчислюємим  є показник  витрат  часу  бойового  використання   (в літако-вильотах). Математичною основою  одержання  цього  показника оберемо дрібно-лінійний функціонал Каштанова В.А. для регенеруючих випадкових  процесів  відновлення  при  t→∞, одержаний  для   всіх перелічених факторів.

Як   допоміжні   показники   (обмеження)   оберемо   показники   середнього рівня, найбільш суттєві для мирного часу  (умов  бойової підготовки). Це показники,  які  характеризують  безпеку  польотів, експлуатаційну  технологічність  і  вартість  ТО.   Показники,   що характеризують   боєготовність,   взаємопов'язані   з    показниками експлуатаційної технологічності,  а  автономність  застосування  ЛА характеризується на  стадії  розробки  якісно  і  в  подальшому  як показник розглядатись не буде.  З  показників,  які  характеризують безпеку польотів найбільш чутливим до досліджуємих факторів і просто обчислюемим є Qc - 

імовірність особливої ситуації на час польоту,  а з показників,  які  характеризують  експлуатаційну  технологічність найчастіше використовують Кт  - питому сумарну трудомісткість ТО. Ці два показника 
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обираємо як  допоміжні  для  оцінювання  ефективності засобів  контролю,   що   застосовуються   на   оперативних   видах підготовок.

Як показали подальші дослідження,  у  випадку  детермінованого потоку замовлень на виліт,  що  характерно,  в  першу  чергу,  для літаків ВТА, коли незначне збільшення  часу  на  обслуговування  не приводить до затримки вильоту або невиконанню польотного  завдання, як основний показник може виступати питома  сумарна  трудомісткість ТО – Кт.

Характер зміни цього показника близько відповідає  витратам  у часі бойового використання.

Встановити вплив засобів контролю демонтованого обладнання  на обрані вище показники W, Qc, і К  уявляється складним.  Ефективність використання НАСК-2 в  умовах  ТЕЧ  і  ВАРМ  будемо  оцінювати   за допомогою групи показників другого рівня у  виразі  вартості  (див. рис 4.1).

Таким чином, визначені дві групи показників, одна з яких  буде використовуватись  для  оцінки  ефективності  застосування  засобів контролю при оперативному обслуговуванні. Інша  -  при  військовому ремонті демонтованого обладнання.

Окрім описаних вище показників і підходів існує  і  ряд  інших показників, які можливо використовувати для оцінювання ефективності застосування засобів контролю на етапі експлуатації. В авіації  США широке застосування має критерій, відомий  як  мінімум коефіцієнту важливості витрат на технічне обслуговування і ремонт ЕМІR
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 - трудовитрати на операції CND;

Тy   - трудовитрати поглибленого комплексу робіт з
діагностики;

Тc    - середній нальот в годинах на відмову.

Під CND у ВПС США розуміють  ситуацію,  коли  при проведенні робіт з  діагностики неможливо  відтворити несправність  бортових систем (хибні відмови).

Величини  ЕМІR   обчислюються з використанням даних з ТО  і  Р, які поставляються замовником, виходячи з досвіду експлуатації.

У галузевому  стандарті  ОСТ  100242-88   у   ролі   основних показників, які використовуються для вибору та обґрунтування систе​ми  засобів  експлуатаційного  контролю,  рекомендовані  у  порядку важливості:

І. Імовірність успішного виконання польотного завдання (імовірність вильоту за розкладом).

2. Показники безпеки польотів.

3. Коефіцієнт готовності.

4. Трудовитрати, витрати часу та загальні витрати на вирішення зав​дань контролю виробів АТ.

5. Витрати ресурсу бортових систем на виконання  контрольних опера​цій.

6. Вартість виготовлення і вартість ТО засобів контролю.

4.3. Методи формування програм технічного обслуговування
Програма ТО і Р – документ, який містить сукупність основних принципів і прийнятих рішень із застосування найбільш ефективних методів і рішень То і Р, реалізованих у конструкції об’єктів при їх проектуванні та виготовленні , а також експлуатаційно-технологічної документації з урахуванням заданих вимог і умов експлуатації.  

Відомі декілька підходів і методів  формування  програм  технічного  обслуговування  і   ремонту та оптимізація їх параметрів (оптимізація повноти охоплення  бортовим контролем,  періодичності наземного контролю, переліку контролюємих параметрів ТО,  стратегії ТО і Р та інш.). До цих методів необхідно перш за все віднести:

 І. Структурно-логічні методи та схеми прийняття рішення.

2. Методи імітаційного моделювання.

3. Аналітичні методи на основі побудови математичних
моделей процесу технічної експлуатації.

Структурно-логічні    методи    прийняття    рішення    широко використовуються як в нашій країні,  так  і  за  кордоном.  В  США представники різних авіакомпаній, починаючи  з  кінця  50-х  років, послідовно розробляли ряд документів під назвою МSG (МSG -І у  1968, МSG -2  у  1970,  МSG -3  у  1980  р.)  в  основі  яких   застосовано структурно-логічний метод розробки програми ТО  і Р функціональних систем, двигуна та планера. В останньому з документів МSG -3 логічна схема прийняття рішення орієнтована не на вибір найкращої стратегії ТО і Р (як у МSG -2), а виходячи з  послідовного  аналізу  відмов  і оцінки їх  наслідків,  призначена  для  визначення  переліку  видів обслуговування та ремонту, що забезпечують  підвищення  імовірності безвідмовної роботи. Схема  передбачає  два  рівня  питань:  перший аналізує наслідки відмов, другий -  дозволяє  здійснити  вибір  дій (рис. 4.2). За замовленням Міністерства оборони США,  узагальнивши  досвід документів МSG, авіакомпанією  "United Airlines"  було  розроблено керівництво RСМ (Realiabiliti Centered Maintenance). В  керівництві процес прийняття  рішення  наведений  у вигляді  аналізу  логічної схеми, в результаті  якого  одержується  набір  робіт  ТО  і  Р  та періодичність їх виконання для військових ЛА [9].

Аналогічні  роботи  проводяться  в  нашій  країні.  Так   була вирішена задача охоплення бортовим контролем функціональних  систем літака Ан-124  з  використанням  структурно-логічного  метода.  При цьому експертним  опитуванням  була  заповнена  таблиця  по  кожній аналізуємій системі, в  графіках  якої  враховувався  як  очікуємий ефект  від  застосування  БАСК  так  і  конструктивні  особливості пропонуємих об'єктів контролю.

Для  вирішення  задачі  оцінювання  ефективності  застосування засобів контролю співробітниками  НДІ експлуатації АТ  наприкінці 70-х років  разом з вченими АН УРСР була створена імітаційна модель процесів  контролю АТ  при  її  експлуатації.  Шляхом  моделювання процесів технічної експлуатації ЛА на ЕОМ за допомогою  спеціальної мови   "СЛЕНГ"   оцінювався   вплив   повноти   та    періодичності експлуатаційного контролю ТС АТ на  ефективність  її  застосування.

Виконувалась    імітація    технічної    експлуатації    ескадрильї літаків-винищувачів. Значення імовірності появи відмов кожного типу та  вихідні  імовірності  їх  виявлення  приймались  близькими   до реальних.  Модель  дозволила  одержати: -  наліт  за  розглядаємий період експлуатації;

- кількість літако-вильотів;

- простоювання у несправному стані;

- кількість  відмов,  виявлених  на  різних  етапах  технічної 

експлуатації ЛА;
- розподіл часу  знаходження  відмови  в  системі  до  моменту виявлення та інші.

На відміну від моделі, що описана вище  фірма ІВМ і корпорація РАND)  розробили  імітаційну  модель  спеціально   для   дослідження ефективності  бортових  АСК.   Дослідження   проводились   шляхом моделювання процесів  технічної  експлуатації  типових  ескадрилій літаків-винищувачів  в  умовах  воєнного  часу  та  мирних  умовах. Імітаційна модель враховує графіки польотів, розташування  літаків, системувідновлення АТ, характеристики  бортових  систем,  частоту відмов, ступінь  впливу  відмов  системи на  виконання  польотного завдання, розподіл обслуговуючого персоналу, характеристики засобів контролю   та   технічного   обслуговування.   У  ролі   критеріїв використовувались  втрати  
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у  літако-вильотах,  обумовлені  різними факторами. Проведені на імітаційній  моделі  дослідження  дозволили фірмі ІВМ розробити рекомендації  зі  структури  та  характеристик бортових АСК, а також з її застосування на літаках-винищувачах.

В той же час імітаційному моделюванню властивий ряд  загальних для цього  метода  недоліків  (неможливість  одержання  оптимальних рішень і низька наочність), однак використання імітаційних  моделей дозволяє вдало доповнювати  аналітичні  методи рішення  у  випадку громіздкості останніх.

У наукових  дослідженнях  процесів  експлуатації   однієї   з важливих залишається  задача  побудови  математичних  моделей,  які достатньо повно та достовірно відображають найбільш суттєві сторони цих процесів.

В найбільш загальному вигляді моделей процесу ТО розглядаються відновлюємі  об'єкти  при  тривалому  часі  експлуатації.  Технічна система, як правило, вважається одним цілим і  не  враховується  її структура. При цьому підході вважається, що  будь  яка  відновлююча робота  цілком  відновлює  систему,  тобто  після   її   проведення характеристики надійності, проявності, програми ТО і Р  залишаються колишніми   (рис.4.3). 
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Рис. 4.3.

  Такі   процеси,   які    повторюються    у імовірностному  змісті,  мають  назву  регенеруючих.   Цей  підхід достатньо  добре  розроблено  в  математичній   теорії   надійності [7, 8, І3] i в даній роботі прийнято за  основний.  Його  перевага  в тому, що вивчення регенеруючих процесів відновлення можна звести до вивчення їх між точками регенерації.  В  роботах  Каштанова   В.А. обґрунтовується використання в задачах оптимізації дробно-лінійного функціонала у вигляді
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де 
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 - випадкові  часи  відповідно  безвідмовної  роботи, самостійного   проявлення   відмови   та   проведення 
попереджувальної      профілактики,      розподілених 
відповідно за законами Fξ(t), Fη(y), Fζ(x);

σ (t, y, x) - середній прибуток, одержаний  за  період  регенерації при умові виконання події {ξ = t, η = y, ζ =  x}. 

В [10,13] показано, що  решта  показників  якості  (коефіцієнт готовності,   коефіцієнт   технічного   використання.   Імовірність виконання завдання, середній прибуток, середні  питомі  витрати  та інші) можуть бути одержані з показника вигляду (4.6)  як  найбільш загального.

Таким  чином,  можна  зробити  висновок  про   можливість   та доцільність застосування для вирішення  задач  оптимізації  програм технічного  обслуговування   на  стані  розробки  АТ    аналітичних методів, заснованих на  використанні  дробно-лінійного  функціонала Каштанова В.А. та групи показників, одержаних з нього.

4.4. Основні поняття теорії масового обслуговування

4.4.1. Задачі теорії масового обслуговування

При дослідженні операцій дуже часто маємо справу з аналізом роботи своєрідних систем, що називаються системами масового обслуговування (СМО). Прикладами таких систем можуть служити: телефонні станції, ремонтні майстерні, квиткові каси, довідкові бюро, магазини і т.і. В авіації – це обслуговування заявок на виліт літаків, підготовка да польотів ЛА на позиції підготовки літаків.

Кожна СМО складається з деякого числа обслуговуючих одиниць, що називають каналами обслуговування. У якості «каналів» можуть фігурувати: лінії зв'язку, чергова пара літаків-винищувачів, технологічні обслуги спеціалістов за спеціальністю.

Системи масового обслуговування можуть бути одноканальними або багатоканальними.

Кожна СМО призначена для обслуговування (виконання) деякого потоку заявок - «вимог», що надходять на СМО у випадкові моменти часу. Обслуговування заявки, що надійшла, продовжується деякий у загальному випадку випадковий час, після чого канал звільняється і готовий до прийняття наступної заявки. Випадковий характер потоку заявок приводить до того, що в якісь проміжки часу на вході СМО накопичується надто велике число заявок (вони або утворюють чергу, або залишають СМО необслугованими); в інші ж періоди СМО буде працювати з недовантаженням або узагалі простоювати.

Кожна система масового обслуговування в залежності від числа каналів та їх продуктивності, а також від характеру потоку заявок, характеризується  деякою пропускною здатністю, що дозволяє їй більш-менш успішно справлятися з потоком заявок. Предмет теорії масового обслуговування - встановлення залежності між характером потоку заявок, числом каналів, їх продуктивністю, правилами роботи СМО та ефективністю обслуговування.

В якості характеристик ефективності обслуговування, у залежності від умов задачі і цілей дослідження, можуть застосовуватися різні величини і функції, наприклад:

- середня кількість заявок, що може обслужити СМО в одиницю часу;

- середній відсоток заявок, що одержують відмову і залишають СМО необслугованими;

- імовірність того, що заявка, що надійшла, негайно буде прийнята до обслуговування;

- середній час очікування в черзі;

- закон розподілу часу очікування;

- середня кількість заявок, що знаходяться в черзі;

- закон розподілу числа заявок у черзі;

- середній доход, принесений СМО в одиницю часу і т.і.

Випадковий характер потоку заявок, а в загальному випадку і тривалості обслуговування приводить до того, що в системі масового обслуговування буде відбуватися якийсь випадковий процес. Щоб дати рекомендації з раціональної організації цього процесу і висунути розумні вимоги до СМО, необхідно вивчити випадковий процес, що протікає в системі, описати його математично. Це і є предметом дослідження теорії масового обслуговування.

За останні роки галузь застосування математичних методів теорії масового обслуговування безупинно поширюється й усе більше виходить за межі задач, пов'язаних з «обслуговуючими організаціями» у буквальному значенні слова. Як своєрідні системи масового обслуговування можуть розглядатися: електронні цифрові обчислювальні машини; системи збору й обробки інформації; автоматизовані виробничі цехи, потокові лінії; транспортні системи; системи протиповітряної оборони і т.п.

Близькими до задач теорії масового обслуговування є багато задач, що виникають при аналізі надійності технічних пристроїв.

Математичний аналіз роботи СМО значно полегшується, якщо випадковий процес, що протікає в системі, є марківським. Тоді вдається порівняно просто описати роботу СМО за допомогою апарату звичайних диференціальних, а в граничному випадку - лінійних алгебраїчних рівнянь і виразити в явному вигляді основні характеристики ефективності обслуговування через параметри СМО і потоку заявок.

Для того, щоб процес, що протікає в системі, був марківським, потрібно, щоб усі потоки подій, що переводять систему зі стану в стан  були пуасонівськими потоками без післядії. Для СМО потоки подій - це потоки заявок, потоки «обслуговувань» заявок і т.і. Якщо ці потоки не є пуасонівськими, математичний опис процесів, що відбуваються в СМО, стає незрівнянно більш складним і вимагає більш громіздкого апарату, доведення якого до явних, аналітичних формул, вдається тільки в рідких, найпростіших випадках. Однак, всеж таки апарат «марківської» теорії масового обслуговування може бути застосований й у тому випадку, коли процес, що протікає в СМО, відмінний від марківського - за його допомогою характеристики ефективності СМО можуть бути оцінені приблизно. При цьому чим складніше СМО, чим більше в ній каналів обслуговування, тим точніше виявляються наближені формули, отримані за допомогою марківської теорії. Однак у ряді випадків для прийняття обґрунтованих рішень з управління роботою СМО не потрібно точного знання всіх її характеристик - найчастіше досить і наближеного, орієнтованого.

Нижче розглянемо елементи теорії масового обслуговування в тій найпростішій формі, яку вони здобувають у рамках марківської теорії. Для більш докладного ознайомлення з теорією масового обслуговування необхідно звернутися до класичної монографії Вентцель Є.С. “Дослідження операцій” [2].

4.4.2. Класифікація систем масового обслуговування та їх основні характеристики

Системи масового обслуговування взагалі можуть бути двох типів (рис.1).

1. Системи з відмовами. У таких системах заявка, що надійшла в момент, коли всі канали зайняті, одержує «відмову», залишає СМО і надалі в процесі  обслуговування не бере участь.

2. Система з очікуванням (з чергою). У таких системах заявка, що надійшла в момент, коли всі канали зайняті, стає в чергу й очікує, поки не звільниться один з каналів. Як тільки звільниться канал, приймається до обслуговування одна з заявок, що стоять у черзі.
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Рис.4.4. Класифікація СМО


Обслуговування в системі з очікуванням може бути «упорядкованим» (заявки обслуговуються в порядку надходження) і «неупорядкованим» (заявки обслуговуються у випадковому порядку). Крім того, у деяких СМО застосовується так зване «обслуговування з пріоритетом», коли деякі заявки обслуговуються в першу чергу, переважно перед іншими.

Системи з чергою поділяються на системи з необмеженим очікуванням і системи з обмеженим очікуванням.

У системах з необмеженим очікуванням кожна заявка, що надійшла в момент, коли немає вільних каналів, стає в чергу і чекає звільнення каналу, що, прийме її до обслуговування. Будь-яка заявка, що надійшла в СМО, рано чи пізно буде обслугована.

У системах з обмеженим очікуванням на перебування заявки в черзі накладаються ті чи інші обмеження. Ці обмеження можуть стосуватися довжини черги (числа заявок, що одночасно знаходяться в черзі), часу перебування заявки в черзі (після якогось терміну перебування в черзі заявка залишає чергу та вибуває), загального часу перебування заявки в СМО і т.і.

У залежності від типу СМО, при оцінці її ефективності можуть застосовуватися ті чи інші величини (показники ефективності). Наприклад, для СМО з відмовами однією з найважливіших характеристик її продуктивності є так звана абсолютна пропускна здатність - середнє число заявок, що може обслужити система за одиницю часу.

Поряд з абсолютною, часто розглядається відносна пропускна здатність СМО - середня частка заявок, які надійшли, що обслуговується системою (відношення середнього числа заявок, що обслуговуються системою в одиницю часу, до середнього числа заявок, що надходять за цей час).

Крім абсолютної і відносної пропускної здатностей, при аналізі СМО з відмовами в залежності від задач дослідження можуть цікавити й інші характеристики, наприклад:

· середнє число зайнятих каналів;

· середній відносний час простою системи в цілому й окремому каналі і т.і.

Перейдемо до розгляду характеристик СМО з очікуванням.

Очевидно, для СМО з необмеженим очікуванням як абсолютна, так і відносна пропускна здатність втрачають зміст, тому що кожна заявка, що надійшла, рано чи пізно буде обслугована. Для такої СМО дуже важливими характеристиками є:

- середнє число заявок у черзі;

- середнє число заявок у системі (у черзі і під обслуговуванням);

- середній час очікування заявки в черзі;

- середній час перебування заявки в системі (у черзі і під обслуговуванням), і інші характеристики очікування.

Для СМО з обмеженим очікуванням інтерес представляють обидві групи характеристик: як абсолютна і відносна пропускна здатності, так і характеристики очікування.

Для аналізу процесу, що протікає в СМО, важливо знати основні параметри системи: число каналів n, інтенсивність потоку заявок (, продуктивність кожного каналу (середнє число заявок (, що обслуговується каналом в одиницю часу), умови утворення черги (обмеження, якщо вони є).

У залежності від цих параметрів будемо надалі виражати характеристики ефективності роботи СМО.

Приймемо припущення, що всі потоки подій, що переводять СМО зі стану в стан, є пуасонівськими. У цьому випадку, коли пуасонівський потік є стаціонарним (найпростіший потік), інтервал часу Т між подіями в цьому потоці є випадкова величина, розподілена за показовим законом:
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(4.7)

де ( - інтенсивність потоку подій.

У випадку, коли з якогось стану Si, систему виводять відразу кілька найпростіших потоків, величина Т - час перебування системи в даному стані є випадкова величина, розподілена за законом (1), де (- сумарна інтенсивність усіх потоків подій, що виводять систему з даного стану.

4.4.3. Одноканальні системи масового обслуговування з відмовами

Розглянемо найпростішу з усіх задач теорії масового обслуговування - задачу про функціонування одноканальної СМО з відмовами.

Нехай система масового обслуговування складається тільки з одного каналу (n=1) і на неї надходить пуасонівський потік заявок з інтенсивністю (, що залежить, у загальному випадку, від часу:
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Заявка, що застала канал зайнятим, одержує відмову і залишає систему.

Обслуговування заявки продовжується протягом випадкового часу tОб , розподіленого за показовим законом з параметром (:
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З цього виходить, що «потік обслуговування» - найпростіший, з інтенсивністю (. Щоб уявити собі реально цей потік, представимо один безупинно зайнятий канал - він буде видавати вже обслуговані заявки потоком з інтенсивністю (.

Потрібно знайти:

1) абсолютну пропускну здатність СМО (А);

2) відносну пропускну здатність СМО (q).

Розглянемо єдиний канал обслуговування як фізичну систему S, що може знаходитись в одному з двох станів:

S0 - вільний,

S1 - зайнятий.

Граф станів системи представлений на рис.4.5.

Зі стану S0 в S1 систему переводить потік заявок з інтенсивністю (; з S1 в S0 - «потік обслуговування» з інтенсивністю (.

Позначимо імовірності станів р0(t) і p1(t). Очевидно, для будь-якого моменту t:
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(4.9)
Диференціальні рівняння Колмогорова для імовірності станів мають вигляд:
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(4.10)
З двох рівнянь (4.10) одне є зайвим, тому що р0 і p1 зв'язані співвідношенням (4.9). З огляду на це, відкинемо друге рівняння, а в перше підставимо замість p1 його вираз (1 – р0):
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Це рівняння природно вирішувати при початкових умовах:

p0(0) = 1,  p1(0) = 0    (у початковий момент канал вільний).

Лінійне диференціальне рівняння (4.11) з однією невідомою функцією р0 розв'язується не тільки для найпростішого потоку заявок (( = const), але і для випадку, коли інтенсивність цього потоку змінюється (
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). Не зупиняючись на останньому випадку, наведемо розв'язання рівняння (6) тільки для випадку ( = const:
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Залежність величини р0 від часу має вид, зображений на рис. 4.6. У початковий момент (при t=0) канал свідомо вільний (p0(0)=1). Зі збільшенням t імовірність р0 зменшується, його граничне значення (при t(() дорівнює 
[image: image21.wmf]m

l

m

+

. Величина p1(t), що доповнює р0(t) до одиниці, змінюється як показано на тому ж самому рис. 4.6.

Неважко переконатися, що для одноканальної СМО з відмовами імовірність р0 є не що інше, як відносна пропускна здатність q.

Дійсно, р0 є імовірність того, що в момент t канал вільний, інакше імовірність того, що заявка, що прийшла в момент t, буде обслугована. Тоді, для даного моменту часу t середнє відношення числа обслугованих заявок до числа що поступили також дорівнює р0: q = p0.

При t((, коли процес обслуговування вже установиться, граничне значення відносної пропускної здатності буде дорівнювати:
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Знаючи відносну пропускну здатність q, легко знайти абсолютну A. Вони пов'язані очевидним співвідношенням:
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При t((, абсолютна пропускна здатність теж установиться і буде дорівнювати:
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Знаючи відносну пропускну здатність системи q (імовірність того, що заявка що надійшла в момент t буде обслугована), легко знайти імовірність відмови:
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Імовірність відмови Рвід є не що інше, як середня частка необслугованих заявок серед поданих. У межі, при при t((:
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4.4.4. Багатоканальна система масового обслуговування з відмовами

Розглянемо n-канальну СМО з відмовами. Будемо нумерувати стан системи за числом зайнятих каналів (або, що в даному випадку те ж саме, за числом заявок, пов'язаних з системою). Стани будуть:

S0 - усі канали вільні,

S1 - зайнятий рівно один канал, інші вільні,

………………………………………………………......

Sk - зайняті рівно k каналів, інші вільні,

………………………………………………………......

Sn - зайняті всі п каналів.

Граф станів СМО представлений на рис.4.7. Розмітимо граф, тобто проставимо поряд зі стрілками інтенсивності відповідних потоків подій. По стрілках з ліва на право систему переводить той самий потік - потік заявок з інтенсивністю (. Якщо система знаходиться в стані Sk (зайнято k каналів) і прийшла нова заявка, система переходить (перескакує) у стан Sk+1.
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Рис.4.7.

Визначимо інтенсивності потоків подій, що переводять систему по стрілках з права на ліво.

Нехай система знаходиться в стані S1 (зайнятий один канал). Тоді, як тільки закінчиться обслуговування заявки, що займає цей канал, система перейде в S0; виходить, потік подій, що переводить систему по стрілці S1(S0, має інтенсивність (. Очевидно, якщо обслуговуванням зайнято два канали, а не один, потік обслуговувань, що переводить систему по стрілці S2(S1, буде вдвічі інтенсивніше (2((); якщо зайнято k каналів - у k раз інтенсивніше (k((). Проставимо відповідні інтенсивності коло стрілок, що ведуть з права на ліво.

З рис.4.7. видно, що процес, що протікає в СМО, являє собою окремий випадок процесу загибелі і розмноження [2].

Користаючись загальними правилами, можна скласти рівняння Колмогорова для імовірностей станів:
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(4.18)

Рівняння (4.18) називаються рівняннями Ерланга. Природними початковими умовами для їх рішення є:

p0(0) = 1; p1(0) = p2(0) =  ...  = рn(0) =0

(у початковий момент система вільна).

Інтегрування системи рівнянь (4.18) в аналітичному вигляді досить складне; на практиці такі системи диференціальних рівнянь звичайно розв’язуються чисельно, на ЕОМ. Таке рішення дає нам всі імовірності станів

p0(t), p1(t),  …  ,  pk(t),  .....   рn(t)

як функції часу.

Природно, нас більш за все будуть цікавити граничні імовірності станів p0, p1,  …  ,  pk,  .....   рn, що характеризують сталий режим роботи СМО (при t((). Для знаходження граничних імовірностей скористаємося вже готовим рішенням задачі, отриманим для схеми загибелі і розмноження в [2]. Відповідно до цього рішення,
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(4.19)

У цих формулах інтенсивність потоку заявок ( і інтенсивність потоку обслуговувань (для одного каналу) ( не фігурують окремо, а входять тільки своїм відношенням (/(. Позначимо це відношення

( / ( = (
і будемо називати величину ( «приведеною інтенсивністю» потоку заявок. Фізичний зміст її такий: величина ( являє собою середнє число заявок, що надходять у СМО за середній час обслуговування однієї заявки.

З урахуванням цього позначення, формули (4.20) приймуть вигляд:
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(4.20)

Формули (4.20) називаються формулами Ерланга. Вони виражають граничні імовірності всіх станів системи в залежності від параметрів (, ( і п (( - інтенсивність потоку заявок, ( - інтенсивність обслуговування, п - число каналів СМО).

Знаючи всі імовірності станів

p0, p1,  …  ,  pk,  .....   рn,

можна знайти характеристики ефективності СМО: відносну пропускну здатність q, абсолютну пропускну здатність А та імовірність відмов Рвід.

Дійсно, заявка одержує відмову, якщо приходить у момент, коли всі п каналів зайняті. Імовірність цього дорівнює
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   (4.21)

Імовірність того, що заявка буде прийнята до обслуговування (вона ж відносна пропускна здатність q) доповнює Рвід до одиниці:
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Абсолютна пропускна здатність:
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Однією з важливих характеристик СМО з відмовами є середнє число зайнятих каналів (у даному випадку воно збігається із середнім числом заявок, що знаходяться в системі). Позначимо це середнє число 
[image: image34.wmf]k

.
Величину 
[image: image35.wmf]k

 можна обчислити безпосередньо через імовірності p0, p1,( ,  pk,( рn за формулою:
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(4.24)

як математичне очікування дискретної випадкової величини, що приймає значення 0, 1, ..., п з імовірностями р0, p1, ..., рn. Однак значно простіше виразити середнє число зайнятих каналів через абсолютну пропускну здатність A, що ми вже знаємо. Дійсно, А є не що інше, як середнє число заявок, що обслуговуються в одиницю часу; один зайнятий канал обслуговує в середньому за одиницю часу ( заявок; середнє число зайнятих каналів обчислюється діленням А на (:
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або, переходячи до позначення (/( = (,
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(4.25)
4.4.5. Одноканальна система масового обслуговування з очікуванням

Розглянемо спочатку найпростішу з усіх можливих СМО з очікуванням - одноканальну систему (n=1), на яку надходить потік заявок з інтенсивністю (; інтенсивність обслуговування ( (тобто в середньому безупинно зайнятий канал буде видавати ( обслугованих заявок в одиницю часу). Заявка, що надійшла в момент, коли канал зайнятий, стає в чергу й очікує обслуговування.
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Рис. 4.8.

Припустимо, спочатку, що кількість місць у черзі обмежено числом m, тобто якщо заявка надійшла в момент, коли в черзі вже стояли m заявок, вона залишає систему необслугованою. Надалі, спрямувавши m до нескінченності, ми одержимо характеристики одноканальної СМО без обмежень за довжиною черги.

Будемо нумерувати стани СМО за числом заявок, що знаходяться в системі (вже обслугованих і тих, що очікують обслуговування):

S0 - канал вільний,

S1 - канал зайнятий, черги немає,

S2 - канал зайнятий, одна заявка стоїть в черзі,

Sk - канал зайнятий, k-1 заявок стоїть в черзі,

……………………………………………………

Sm+1 - канал зайнятий, m заявок стоять у черзі.

Граф станів СМО показаний на рис.4.8. Інтенсивності потоків подій, що переводять у систему по стрілках з ліва на право, усі дорівнюють (, а з права на ліво - (. Дійсно, по стрілках з ліва на право систему переводить потік заявок (як тільки прийде заявка, система переходить у наступний стан), а з права на ліво  - потік «звільнень» зайнятого каналу, що має інтенсивність ( (як тільки буде обслугована чергова заявка, канал або звільниться, або зменшиться число заявок у черзі).

Зображена на рис.4.8. схема являє собою схему загибелі і розмноження. Користуючись загальним рішенням, даним для схеми загибелі і розмноження в [2], напишемо вираження граничних імовірностей станів:
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(4.26)

Виводячи позначення 
[image: image41.wmf]r

m
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, перепишемо формули (4.26) у вигляді:
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(4.27)

Помітимо, що в знаменнику останньої формули (4.27) стоїть геометрична прогресія з першим членом 1 і знаменником (; підсумовуючи цю прогресію, знаходимо:
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Таким чином, формули (22) остаточно приймуть вигляд:
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(4.29)

Звернемо увагу на те, що формула (4.28) справедлива тільки при 
[image: image45.wmf]1
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 вона дає невизначеність виду 
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). Але суму геометричної прогресії зі знаменником 
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 знайти ще простіше чим за формулою (4.28): вона дорівнює 
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, і в цьому випадку 
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. Помітимо, що той же результат ми могли б одержати більш складним способом, розкриваючи невизначеність (4.29) за правилом Лопіталя.

Визначимо характеристики СМО: імовірність відмови Рвід, відносну пропускну здатність q, абсолютну пропускну здатність А, середню довжину черги 
[image: image51.wmf]r

, середнє число заявок, пов'язаних із системою 
[image: image52.wmf]k

.
Очевидно, заявка одержує відмову тільки у випадку, коли канал зайнятий і всі m місць у черзі - теж:
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Знаходимо відносну пропускну здатність:
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Абсолютна пропускна здатність:


[image: image55.wmf].
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Знайдемо середнє число 
[image: image56.wmf]r

 заявок, що знаходяться в черзі; визначимо цю величину як математичне очікування дискретної випадкової величини R - числа заявок, що знаходяться в черзі:
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З імовірністю p2 у черзі стоїть одна заявка, з імовірністю p3, дві заявки, взагалі з імовірністю рk у черзі стоять k-1 заявок, нарешті, з імовірністю pm+1 у черзі стоять m заявок. Середнє число заявок у черзі одержимо, помножаючи число заявок у черзі на відповідну імовірність і складаючи результати:
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(4.32)

Винесемо в цьому виразі 
[image: image59.wmf]0
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 за дужки:
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(4.33)

Виведемо формулу для суми, що стоїть в дужках. Очевидно, розглянута сума являє собою не що інше, як похідну по ( суми
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а для цього виразу ми можемо скористатися формулою суми геометричної прогресії:
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Продиференціюємо (4.34) по (:
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Отже, вираз для суми, що стоїть в дужках у правій частині (4.33), знайдено:
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Підставляючи його в (4.33), одержимо:
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З огляду на вираз для (0 з (4.29), маємо:


[image: image66.wmf](

)

(

)

[

]

(

)

(

)

2

2

2

1

1

1

1

1

r

r

r

r

r

r

-

-

-

+

-

-

=

+

m

m

m

m

r


або, остаточно,
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(4.36)

Таким чином, ми вивели вираз для середнього числа заявок, що очікують обслуговування в черзі. Виведемо тепер формулу для cреднього числа 
[image: image68.wmf]k

 заявок, пов'язаних із системою (які стоять у черзі, і які знаходяться на обслуговуванні). Будемо вирішувати задачу в такий спосіб: розглянемо загальне число заявок K, пов'язаних c системою, як суму двох випадкових величин: числа заявок, що стоять у черзі, і числа заявок, що знаходяться на обслуговуванні:
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де R - число заявок у черзі, ( - число заявок на обслуговуванні.

За теоремою додавання математичних очікувань
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де 
[image: image71.wmf]r

 - середнє число заявок у черзі, 
[image: image72.wmf]w

 - середнє число заявок на обслуговуванні.

Величину 
[image: image73.wmf]r

 ми тільки що знайшли; знайдемо величину 
[image: image74.wmf]w

. З огляду на те, що канал у нас один, випадкова величина ( може приймати тільки два значення: 0 або 1. Значення 0 вона приймає, якщо канал вільний; імовірність цього дорівнює:
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Значення 1 вона приймає, якщо канал зайнятий; імовірність цього дорівнює:
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Звідси знаходимо математичне очікування числа заявок, що знаходяться на обслуговуванні:
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Таким чином, середнє число заявок, зв'язаних зі СМО, буде
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(4.37)
де величина 
[image: image79.wmf]r

 визначається за формулою (4.36).

Виведемо вираз ще для однієї істотної характеристики СМО з очікуванням: середнього часу очікування заявки в черзі. Позначимо його 
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. Нехай заявка приходить в систему в деякий момент часу. З імовірністю р0 канал обслуговування не буде зайнятий, і їй не прийдеться стояти в черзі (час очікування дорівнює нулю). З імовірністю p1 вона надійде в систему під час обслуговування якоїсь заявки, але перед нею не буде черги, і заявка буде чекати початку свого обслуговування протягом часу 
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 (середній час обслуговування однієї заявки). З імовірністю 
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 в черзі перед розглянутою заявкою буде стояти ще одна, і час очікування в середньому буде дорівнює 
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, і т.д. Взагалі, з імовірністю 
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 заявка, що надійшла, застане , у системі k заявок і буде чекати в 
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 середньому одиниць часу; тут k може бути будь-яким цілим числом до т. Що ж стосується k = т + 1, тобто випадку, коли знову надходить заявка та застає канал обслуговування зайнятим і ще т заявок у черзі (імовірність цього 
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), то час очікування в цьому випадку також дорівнює нулю, тому що заявка не стає в чергу (і не обслуговується) Тому середній час очікування буде:
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Підставляючи сюди вираз для 
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Перетворимо суму в дужках, користуючись формулою (4.35):
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або, виражаючи 
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(4.38)

Порівнюючи цей вираз з формулою (4.36), зауважуємо, що
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тобто середній час очікування дорівнює середньому числу заявок у черзі, поділеному на інтенсивність потоку заявок.

Виведемо ще формулу для середнього часу перебування заявки в системі. Позначимо 
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 випадкову величину - час перебування заявки в СМО. Ця випадкова величина складається з двох складових (теж випадкових):
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 - час очікування заявки в черзі, 
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 - випадкова величина, дорівнює часу обслуговування 
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, якщо заявка обслуговується, і нулю, якщо вона не обслуговується (одержує відмову). За теоремою додавання математичних очікувань:
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але, у наших позначеннях, 
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, або, з урахуванням формули (4.39),
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Дотепер ми розглядали роботу одноканальної СМО з очікуваням при обмеженому числі т місць у черзі.

Тепер знімемо це обмеження, тобто спрямуємо т до нескінченності. При цьому число можливих станів системи стане нескінченним, і граф станів прийме вигляд, показаний на рис.4.9.

Спробуємо одержати імовірності станів СМО з необмеженою чергою шляхом граничного переходу (при 
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) з формул (4.29).

Помітимо, що при цьому знаменник в останній формулі (4.27) являє собою суму нескінченного числа членів геометричної прогресії. Ця сума сходиться тільки, коли прогресія нескінченно убутна, тобто при 
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 є умова, при якій в СМО з очікуванням існує граничний сталий режим; при 
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 такого режиму не існує, і черга при 
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 росте до нескінченності.
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Рис.4.9.

Припустимо, що
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тобто що граничний режим існує. Спрямуємо у формулах (4.29) т до 
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 та виведемо формули для граничних імовірностей станів у СМО без обмежень за довжиною черги. Одержимо:
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(4.41)

При відсутності обмежень по довжині черги кожна заявка, що прийшла в систему, буде обслугована, тому 
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Середнє число заявок у системі за формулою (4.37) при 
[image: image117.wmf]¥

®

m

 буде дорівнювати:
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Середній час очікування 
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 також одержимо з формули (4.39) 
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або, в іншій формі:
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Середній час перебування заявки в СМО дорівнює середньому часу очікування плюс середній час обслуговування 
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Рис.4.2
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