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П Л А Н
1. Елементи теорії похибок.
2. Система лінійних алгебраїчних рівнянь.

3. Нелінійні алгебраїчні і трансцендентні рівняння.

4. Інтерполяція і апроксимація функцій.

5. Чисельні методи обчислення визначених інтегралів.

6. Чисельні методи розв`язання диференціальних рівнянь. 
Тема 1. Елементи теорії похибок.

Основні формули:

((a ( b) = ( a + (b ;    ((a*b) = (a + (b;   ((a/b) = (a + (b ;   ((ak) = k(a
Завдання1.1 Визначення абсолютної і відносної похибок наближеного числа.

Визначити, яка рівність більш точна:

 21/29=0,723  чи  (10,5=3,24
Розв’язання

1.1.1        21/29=0,723        (10,5=3,24
Знаходимо значення цих виразів із великою кількістю знаків

a=21/29= 0,724138…..           b= (10,5= 3,24037…..

Потім обчислюємо граничні абсолютні похибки, закруглюючи їх з перевищенням

(
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, то рівність (10,5=3,24 є більш точною.

Завдання 1.2. Обчислити значення X за формулою і визначити похибку результату.
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	4,3(0,002
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Розв’язання

Обчислюємо значення X = 195. Далі підраховуємо 
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	0,002/4,3=0,00047
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Відповідь: X=195(0,2652
Тема 2. Система лінійних алгебраїчних рівнянь.

Системою m лінійних рівнянь з n невідомими x1, x2,... xn називається система виду 

[image: image1.wmf]a

     a11x1 + a12x2 + . . . . . . .  + a1nxn = b1 ;

     a21x1 + a22x2 + . . . . . . .  + a2nxn = b2  ;

     . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

     am1x1 + am2x2 + . . . . . . .  + amnxn = bm ;

Число aij , i = 1, 2, . . ., m; j = 1, 2,  . . ., n біля невідомих називаються коефіцієнтами, а числа bі  - вільними членами системи.

Система рівнянь називається однорідною, якщо всі вільні члени дорівнюють нулю, і неоднорідною, якщо хоч з них відмінний від нуля.

Упорядкований набір n чисел (х10 , х20, . . ., хn0) називається розв’язком системи, якщо при підстановці цих чисел замість невідомих  x1, x2,... xn усі рівняння системи перетворюються в тотожності. Таку систему чисел називають також n-вимірним вектором, або точкою n-вимірного простору.

Система рівнянь називається визначеною, якщо вона має єдиний розв’язок, тобто існує такий лише один набір n чисел х10 , х20, . . ., хn0, який перетворює всі рівняння системи в тотожності.

Система рівнянь називається невизначеною, якщо вона має більше, ніж один розв’язок.

Розв’язування систем лінійних рівнянь за формулами Крамера.

Нехай задано систему двох лінійних рівнянь з двома невідомими х і у:



a11x + a12y = b1;

        a21x + a22y = b2;

Виконаємо такі елементарні перетворення системи:

1. помножимо перше рівняння на a22;

2. помножимо друге рівняння на -a12;

3. складаємо рівняння;

4. помножимо перше рівняння на -a21;

5. помножимо друге рівняння на a11;

6. складаємо рівняння;

Дістанемо систему


x(a11a22 – a21a12) = b1a22 – b2a12 ;


y(a11a12 – a21a12) = b2a11 – b2a21;

Дану систему записуємо за допомогою визначників


x*∆ = ∆x;


y*∆ = ∆y;   де    

          a11     a22               b1     a12                    a11    b1      

∆ =    a11     a22    ;   ∆x =  b2     a22    ;   ∆y =   a21     b2        .

Визначник ∆, складений з коефіцієнтів системи, називається визначником системи. Визначники  ∆x і ∆у утворюються з визначника  ∆ відповідно заміною стовпців при невідомих  x та y вільними членами.

При розв’язуванні рівнянь можливі такі випадки :

1. ∆ ≠ 0, тоді система має єдиний розв’язок :

       x = ∆x/ ∆ ;              y = ∆y/ ∆.

2. ∆ = 0,   ∆x ≠ 0  або   ∆у ≠ 0, тоді система не має розв’язків.

3. ∆ = ∆x = ∆у = 0,тоді система зводиться до одного рівняння і має безліч розв’язків.

Розв’язування систем лінійних рівнянь за формулами Гаусса.

Одним з найпоширеніших методів розв’язування систем лінійних рівнянь є метод послідовного виключення невідомих, або Гаусса. 

Нехай існує система, яка містить m рівнянь і n невідомих. Очевидно, серед коефіцієнтів ai1, хоча б один відмінний від нуля.Якщо ж a11 = 0, то першим в системі  (1) записуємо те рівняння, в якому коефіцієнт при х1 відмінний від нуля.Позначимо цей коефіцієнт через  а11’
    a11x1 + a12x2 + . . . . . . .  + a1nxn = b1 ;

     a21x1 + a22x2 + . . . . . . .  + a2nxn = b2  ;


(1)

     . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

     am1x1 + am2x2 + . . . . . . .  + amnxn = bm ;

Перетворюємо систему (1), виключаючи x1 в усіх рівняннях, крім першого. Для цього помножимо перше рівняння на (- a21/ а11’) і додамо до другого, потім помножимо перше рівняння на (- a31/ а11’) і додамо до третього і т.д. При цьому можливо, що друге невідоме х2 також не входпть в усі рівняння з номером і > 1. Нехай xk – невідоме з найменшим номер, яке входить в будь-яке рівняння, не рахуючи першого. Дістанемо систему

     a11’ x1 +  . . . . .         . .  + a1n’  xn = b1’ ;

                a2k’ xk +          . .  + a2n’ xn = b2‘ ;




                 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

                 amk’ xk +         . .  + amn’ xn = bm’ ;   k > 1, a11’≠ 0.

Застосовуючи до всіх рівнянь, крім першого,таку саму процедуру і виконавши ряд елементарних перетворень, дістанемо систему

      a11’’ x1 +  . . . . .             . .  + a1n’’ xn = b1’’ ;

                a2k’’ xk +               . .  + a2n’’ xn = b2’’;

                                a3l’’ xl +      . .  + a3n’’ xn = b3’’ ;



           . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

                           aml’’ xl +     . .  + amn’’ xn = bm’’ ;   a11’’≠ 0, a2k’’≠ 0.

Якщо продовжити цей процес, то матимо систему

      a11\ x1 +  . . . . .                 . .  + a1n\ xn = b1\ ;

                a2k\ xk +                  . .  + a2n\ xn = b2\;

                                a3l\ xl +         . .  + a3n\ xn = b3\ ;          (2)



           . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   

                               ars\ xs +     . .  + arn\ xn = br\ ;  






         0 = br+1\ ;   












0 = bm\ .

Таку систему рівнянь називають східчастою або трапецієподібною. Досліджуючи систему, отримаємо :

1. Якщо система містить рівняння виду 0 = bt і bt ≠ 0, то вона розв’язку немає.

2. Нехай система (2) не містить рівнянь виду 0 = bt (bt ≠ 0). Назвемо невідомі x1, xk , xl, ..., xs, з яких починаються перше, друге, . . ., r-е рівняння, основними, а всі інші, якщо вони є, вільними. Надаючи вільним невідомим довільні значення і підставляючи їх в рівняння системи, з r-го рівняння знайдемо xs. Підставляючи це значення в перші r – 1 рівнянь і, піднімаючись вгору по схемі, знайдемо всі основні невідомі. Оскільки вільні невідомі можуть набувати бідь-яких значень, система має безліч розв’язків.

3. Нехай в системі (2) r = n. Тоді вільних невідомих немає, тобто всі невідомі основні і система (2) має так званий трикутний вигляд :

  
a11\ x1 +  . . . . .       . .  + a1n\ xn = b1\ ;

                a22\ x2 +           . .  + a2n\ xn = b2\;



. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

ann\ xn = bn\ .  

З останнього рівняння системи знайдемо xn, і, піднімаючись по системі вгору, знаходимо інші невідомі. В цьому випадку система має один  розв’язок.

Завдання 2.1.
2.1.1 Розв’язати систему лінійних рівнянь методом Гауса (вручну):

7Х1 + 9Х2 + 3Х3 = 81

3Х1 + 4Х2 + 5Х3 = 61

5Х1 + 2Х2 + 6Х3 = 76
Розв’язання

2.1.2. Розв’язати систему лінійних рівнянь методом Крамера (за допомогою Excel):
7Х1 + 9Х2 + 3Х3 = 81

3Х1 + 4Х2 + 5Х3 = 61

5Х1 + 2Х2 + 6Х3 = 76

Розв’язання
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Відповідь: Х1 = 6; Х2 = 2; Х3 = 7.

2.1.3. Розв’язати систему лінійних рівнянь методом Крамера (за допомогою Mathcad):
7Х1 + 9Х2 + 3Х3 = 81

3Х1 + 4Х2 + 5Х3 = 61

5Х1 + 2Х2 + 6Х3 = 76

Розв’язання
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Відповідь: Х1 = 6; Х2 = 2; Х3 = 7.

2.1.4. Розв’язати систему лінійних рівнянь за допомогою вбудованих функцій Excel:
7Х1 + 9Х2 + 3Х3 = 81

3Х1 + 4Х2 + 5Х3 = 61

5Х1 + 2Х2 + 6Х3 = 76

Розв’язання
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Відповідь: Х1 = 6; Х2 = 2; Х3 = 7.

2.1.5 Розв’язати систему лінійних рівнянь за допомогою вбудованих функцій Mathcad:
7Х1 + 9Х2 + 3Х3 = 81

3Х1 + 4Х2 + 5Х3 = 61

5Х1 + 2Х2 + 6Х3 = 76

Розв’язання
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Відповідь: Х1 = 6; Х2 = 2; Х3 = 7.

Метод простої ітерації.

Спосіб ітерації полягає в тому, що ми знаходимо послідовність наближених значень, яка збігається до точного рішення СЛАР. І хоча цей спосіб відноситься до наближених, по відношенню до необхідної точності обчислень він часто є більш вигідним, тому що тут потрібна набагато менша точність проміжних обчислень. Крім того, спосіб ітерацій є сталим по відношенню до проміжних розрахунків: окремі прорахунки на попередніх кроках не викликають необхідної браковки подальших розрахунків. 

Запишемо нашу систему у вигляді:

AX = B,

 де  вектор X – стовпець (x1, x2, ... xm)- ;

вектор B -  cтовпець (b1, b2, ... bm); 

A – матриця [m*m], що складається з елементів a11,….amm.

Для оцінки ступеня близкості двох векторів (попереднього і поточного рішення СЛАР) використовується поняття норми вектора. Будемо використовувати таке поняття норми вектора
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 EMBED Equation.3  [image: image25.wmf]
Якщо для деякої послідовності векторів  X = (X1, X2,…Xn) введена норма 
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, то узгодженою з нею нормою матриць називають величину 
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Візьмемо конкретний приклад

3x1 – x2 + x3 = 3

                                                            2x1 + 4x2 – x3 = 5                 (1)

x1 –2x2 + 5x3 = 4

A= 
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Для того, щоб ітераційний процес збігався, необхідно, щоб в кожному рядку сума відношень коефіцієнтів системи до діагональних коефіціентів, взятих з того ж рядка, була строго <1. Для перевірки цього розділемо перше рівняння системи (1) на коефіцієнт при x1, друге – на коефіцієнт при x2, третє – при x3 і перепишемо   матрицю A і вектор B у вигляді
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Тоді можна записати

AX = B

AX – B = 0

X = X – (AX – B) = X – AX+B = X(E – A) +B,  де Е – одинична матриця.

Позначимо C = E - A

Тоді основна формула, за якою ведеться процес ітерації, має вигляд:

Xn+1 =  С Xn+ B.

Для збіжності ітераційного процесу достатньо, щоб виконувалася умова 
[image: image35.wmf]1
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,  де норма С узгоджена з нормою векторів. 

Умову закінчення ітераційного процесу  можна записати у вигляді 
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де n = 0, 1, 2, . . .   – номер наближеня до розв’язку. 

Теорема(збіжність методу простої ітерації):

Якщо норма матриці ║С║ ≤ q < 1, тоді рівняння X = CX + B має єдиний розв’язок, а  ітераційний процес  Xn+1 = CXn + B збігається до точного розв’язку з швидкістю геометричної прогресії.

Доведення :

Розглянемо рівняння X = CX + B і покажемо, воно має єдиний розв’язок, якщо виконується умова ║C║ ≤ q < 1

   ║X║ ≤ ║ CX + B║ ≤ ║ CX║ + ║B║ ≤  ║C║║X║ + ║B║

   ║X║ ≤  ║C║║X║ + ║B║

   ║X║(1 -║C║) ≤  ║B║

    ║X║ ≤  (1 -║C║)-1/║B║

Нехай B = 0, тоді ║X║ ≤  0, X = 0.

X* - точний  розв’язок. Тоді отримаємо X* = Cx* + B 

Xn+1 - X* = C(Xn+1 - X*)

Xn - X* = rn  - вектор, що визначає вектор похибки на n-ому кроці.

 Xn+1 - X* = rn+1 - вектор, що визначає вектор похибки на n+1-ому кроці.

Звідси  rn+1
= Crn

║ rn+1║= ║ Crn ║ ≤ ║C ║║rn║.

За умови ║В║ ≤ q < 1    ║ rn+1║≤ qn+1║ r0║.

Розглянемо дану нерівність при n → ∞.Оскільки r0 – число,  qn+1→ 0 ,тому

║ rn+1║ → 0.  

Швидкість збіжності -  геометрична прогресія.

Для того, щоб ітераційний процес  Xn+1 = Cxn + B збігався до точного розв’язку хn → x*, n → ∞ необхідно і достатньо, щоб всі власні значення матриці В були за модулем строго  > 1. 

Матриця С у нашому випадку має вигляд:

С = E-A = 
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Визначимо норму матриці.

i=1 
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i=3  
[image: image40.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image41.wmf]5

/

3

3

1

3

=

å

=

j

j

c


max = ¾ <1   
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Починаємo ітераційний процес.

n=0 X0 = (0,0,0)

X1 = CX0 +B

X1 = B = (1, 5/4 , 4/5)

X2 = CX1 +B

X2 = 
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X2 =(1,15,    0,95,    1,1)

Перевіримо досягнуту точність. Для цього треба обчислити норми векторів Х1 та Х2.
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    (1,15 – 1,25)/1,15 = 0,087>0,001

Отже, ітераційний процес повинен продовжуватися, доки точність не стане меншою за 0,001.

Метод Гауса – Зайделя.

Метод Гауса – Зайделя відрізняється тим, що в процесі обчислень кожне підраховане значення компоненти одразу ж використовується для підрахунку наступної компоненти. Схематично це виглядає так:

x1(k) = L1(x1(k-1), x2(k-1), …xn(k-1))

x2(k) = L2(x1(k), x2(k-1), …xn(k-1))

………………………………..

xn(k) = Ln(x 1(k), x2(k)………xn(k-1) )

Завдяки цьому прийому точність досягається за меншу кількість кроків.

Приклад.

x1 –2x2 + 5x3 = 4

-3x1 + x2 –x3 = -3

-2x1 – 4x2 +x3 = -5

x1 =2x2 - 5x3 + 4

 x2 =-3x1 +x3  -3

x3 =2x1 + 4x2  -5

Далі процес продовжується, доки не будуть виконані умови точності.

Нехай X0 = (4,-3,-5). Тоді  

x1(1) =2*(-3) –5*(-5)+4 = 23

x2(1) = 3*23 –5-3 = 61

x3(1)  = 2*23+4*61-5 = 285

X1 = (23,61,285)

Завдання 2.2. Розв’язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь ітераційними методами (за допомогою MathCad).

1100Х1 -4Х2 + 3Х3 = 4432
5,5Х1 +2200Х2 +4,5Х3 = 24200

Х1 –Х2 + 3300Х3 = 13190
Розв’язання
Програма MathCad – це вираз, що складається з декількох рядків. Ця програма будується за визначеними правилами. Можливості програми не обмежуються багаторядковими формулами, можна використовувати також проміжні змінні. Програма MathCad може містити локальні присвоєння, перевірки умов, різноманітні типи циклів. для написання програм слугує панель математичних інструментів Programming, яка викликається кнопкою панелі інструментів Math. На цій панелі розміщені всі інструменти MathCad, що використовуються при написанні програм:

· AddLine – додавання нового рядка в програму;

· ( - локальне присвоєння;

· if – керуючий оператор перевірки умови;

· otherwise – використовується одразу після попереднього оператору і дозволяє виконувати дії в тому випадку, якщо умова задана в попередньому операторі не виконується;

· for – оператор створення циклу з лічильником;
· while – оператор створення циклу, виконання якого продовжується до тих пір, поки виконується вказана умова;

· break – виконання цього оператору призводить до завершення поточного циклу;

· continue – виконання цього оператору  призводить до завершення поточної ітерації циклу та початку нової;

· return – миттєве завершення роботи програми і повернення заданого виразу в якості результату;

· on error – коли при виконанні програми виникає помилка, цей оператор надає можливість подавити цю помилку і повернути вираз в якості результату.

Використовуючи програмування за допомогою MathCad одержимо наступні результати:

Х1=4,05811772

Х2=10,9816748

Х3=3,99906774
Тема 3. Нелінійні алгебраїчні і трансцендентні рівняння.

Відомо, що далеко не всі рівняння можуть бути точно розв’язані. В першу чергу це відноситься до так званих трансцендентних рівнянь, де невідома x знаходиться під знаком трансцендентної функції. Доведено також, що не можна побудувати формулу, за якою розв’язується довільне алгебраїчне рівняння степеня вище 4.

 Але нам не завжди потрібне точне рішення. Для багатьох задач практики можна задовільнитися наближеним значенням. Фактична більшість наближених методів є спосіб уточнення коренів, тобто для їх використання необхідно знання наближених значень корня.

Нехай ми маємо рівняння

f(x) = 0                            (1)

Побудуємо графік функції y=f(x). Точки перетину цього графіка з віссю х є рішеннями рівняння (1). 

Але інколи f(x) являє собою досить складну функцію. Якщо цю функцію можна подати у вигляді  f(x) = f1(x) - f2(x), то будуємо графіки функцій f1(x) та f2(x) і знаходимо точку їх перетину. Це і буде корінь рівняння.

Аналітичні способи пошуку коренів засновані на тому, що нам знайомий деякий інтервал 
[image: image46.wmf][

]

b

a

,

, в якому знаходиться корінь рівняння, тобто це означає, що 

f(a) * f(b) < 0. Якщо функція неперервна, то в інтервалі 
[image: image47.wmf][

]

b
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 є хоча б один корінь рівняння. Нехай інтервал 
[image: image48.wmf][

]

b

a

,

 настільки малий, що в ньому є тільки один корінь. Тоді інтервал 
[image: image49.wmf][

]

b

a

,

 є інтервал ізоляції корня. Для знаходження цього кореня використовують два основних методи: метод хорд і метод дотичних.

Метод хорд.

Ідея полягає в тому, що можна з деяким припущенням допустити, що функція не достатньо малому відрізку 
[image: image50.wmf][

]

b
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,

 змінюється лінійно. Тоді криву y = f(x) на відрізку 
[image: image51.wmf][

]

b
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 можна замінити хордою і в якості наближеного значення корня обрати точку перетину хорди з віссю абсцис. Нехай при x=a f(x) = f(a)<0 i  при x =b f(x) = f(b)>0. Інтервал 
[image: image52.wmf][
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 є інтервал ізоляції. Рівняння хорди, що з’єднує точки з координатами (a,f(a) ) i (b,f(b)) має вигляд

y= 
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Точка перетину хорди з віссю абсцис знаходиться за формулою
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Після того, як знайдена точка перетину, треба обчислити значення функції в цій точці. Воно буде або >0, або<0. Це надає нам можливість скоротити інтервал ізоляції. Після цього процедура повторюється доти, доки різниця між значеннями, одержаними в чергових ітераціях, не буде меншою за задану точність.

Метод дотичних.

Метод дотичних полягає в наступному. Оберемо деяку точку с і проведемо дотичну до кривої f(x). Рівняння цієї дотичної має вигляд

y = f(c) + f`(c)*(x-c)                      (2)

В якості першого наближення до корня обираємо абсцису точки перетину (2) з віссю абсцис.

x = c- f(c) / f`(c).

Як правило, обирають c=a або c=b в залежності від того, в якій з цих точок виконується умова

f(c) * f``(c) >0.

Це є гарантією того, що наближене значення корня, отриманого по способу дотичних, знаходиться на інтервалі 
[image: image55.wmf][
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. Процес продовжується до отримання заданої точності.

Приклади.

x3 – 2x +4 = 0

y` = 3x2 – 2 

y`` = 6x  

	x
	y
	y`
	y``
	
	Дотичні

	-7
	-325
	145
	-42
	
	

	-5
	-111
	73
	-30
	
	

	-3
	-17
	25
	-18
	
	-2,32

	-1
	5
	1
	-6
	
	-6

	0
	4
	-2
	0
	
	2

	1
	3
	1
	6
	
	-2

	3
	25
	25
	18
	
	2

	5
	119
	73
	30
	
	3,369863

	-1,45455
	3,831705
	4,347107
	-8,72727
	x1
	-2,33598

	-1,73881
	2,220393
	7,070386
	-10,4329
	
	-2,05285

	-1,88451
	1,076442
	8,654096
	-11,307
	
	-2,00889

	-1,95093
	0,476337
	9,418426
	-11,7056
	
	-2,00151

	-1,97953
	0,202223
	9,755583
	-11,8772
	
	-2,00026

	-1,99152
	0,084336
	9,898496
	-11,9491
	
	-2,00004

	-1,9965
	0,03491
	9,958057
	-11,979
	
	-2,00001

	-1,99856
	0,014406
	9,982704
	-11,9913
	
	-2

	-2,33598
	-4,07507
	14,37046
	-14,0159
	
	-2,05241

	-2,05241
	-0,54073
	10,63717
	-12,3145
	
	-2,00158

	-2,00158
	-0,01578
	10,01893
	-12,0095
	
	-2

	-2
	-1,5E-05
	
	
	
	

	x1
	-1,45455
	
	
	
	

	x2
	-1,73881
	
	
	
	

	x3
	-1,88451
	
	
	
	

	x4
	-1,95093
	
	
	
	

	x5
	-1,97953
	
	
	
	

	x6
	-1,99152
	
	
	
	

	x7
	-1,9965
	
	
	
	

	x8
	-1,99856
	
	
	
	


Завдання 3.1 Із запропонованих  2-х рівнянь  перше розв`язати методом хорд, друге – методом дотичних. Точність 
[image: image56.wmf]e

<0,001:

X3-0,1X2+0,4X=1,5 (1)

2X3-3X2-12X+12=0 (2)

Розв’язання

Рівняння (1) приведемо до такого вигляду:

X3-0,1X2+0,4X-1,5=0
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Завдання 3.2.Розв’язати рівняння за допомогою вбудованих програм Excel (Пошук рішення і метод ітерацій).
X3-0,1X2+0,4X=1,5 (1)

2X3-3X2-12X+12=0 (2)

Розв’язання

а) Рівняння (1) приведемо до такого вигляду:

X3-0,1X2+0,4X-1,5=0

[image: image59.png]Mowyk piwenna

X )

105905506 | -0,0007




  [image: image60.png]Meroa irepau

X )

105908431 | -0,0008





б) 2X3-3X2-12X+12=0 (2)
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Завдання 3.3. Розв’язати  рівняння за допомогою MathCad.

X3-0,1X2+0,4X=1,5 (1)

2X3-3X2-12X+12=0 (2)

Розв’язання

Для того, щоб знайти корінь рівняння використовуємо вбудовану функцію root. Для цього використовуємо MathCad 2000, який дозволяє знаходити корені будь-якого рівняння в чисельному вигляді.
а) Спочатку рівняння (1) приведемо до такого вигляду:

X3-0,1X2+0,4X-1,5=0 

і задамо ліву частину у вигляді функції користувача.
Далі необхідно локалізувати потрібний корінь, тобто визначити приблизно в якому місці на числовій осі він знаходиться.

Якщо для локалізації кореня використано його приблизне значення, то перед тим, як застосувати функцію root, необхідно присвоїти це значення змінній Х. Наприклад для знаходження кореня х=1,059 достатньо ввести х=2.

Тепер необхідно ввести root(f(x),x). Два аргументи цієї функції – функція, корні якої шукаються, та її аргумент.

б) Аналогічно знаходимо корені рівняння (2).

Відповідь: для рівняння (1) Х=1,059; для рівняння (2) – Х=-2,282
Тема 4. Інтерполяція і апроксимація функцій.

Інтерполяційний поліном Лагранжа має наступний вигляд:

Ln(x) = y0*(x-x1)*(x-x2)*(x-x3)/(x0-x1)*(x0-x2)*(x0-x3)+y1*(x-x0)*(x-x2)*(x-x3)/(x1-x0)*(x1-x2)*(x1-x3)+y2*(x-x0)*(x-x1)(x-x3)/(x2-x0)*(x2-x1)*(x2-x3)+y3*(x-x0)*(x-x1)*(x-x2)/(x3-x0)*(x3-x1)*(x3-x2)

Позначимо

П0 = (x0-x1)*(x0-x2)*(x0-x3)

A0 = y0/П0

Аналогічно визначимо
[image: image62.wmf]A1, A2, A3.

Тоді 

L3(x) = A0*(x-x1)*(x-x2)*(x-x3)+ A1*(x-x0)*(x-x2)*(x-x3)+A2*(x-x0)*(x-x1)*(x-x3)+A3*(x-x0)*(x-x1)*(x-x2)

Оскільки ми шукаємо поліном у вигляді 

f(x)= B3*x3-B2*x2+B1*x-B0,

то 
[image: image63.wmf]маємо

B3 = A0+A1+A2+A3

B2 = A0*(x1+x2+x3)+A1*(x0+x2+x3)+ A2*(x0+x1+x3)+A3*(x0+x1+x2)

B1=A0(x1*x2+x1*x2+x2*x3)++A1*(x0*x2+x0*x3+x2*x3)+A2*(x0*x1+x0*x3+x1*x3)+

+A3(x0*x1+x0*x2+x1*x2)

B0=A0*x1*x2*x3+A1*x0*x2*x3+A2*x0*x1*x3+A3*x0*x1*x2

Приклад.

Побудувати інтерполяційний поліном за такими даними

	I
	0
	1
	2
	3

	xi
	1
	2
	3
	5

	yi
	2,3
	1,6
	1,17
	0,6


L3 = 
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=-0,2875x3+2,3x2-4,3125x+5,175 + 0,4x3 –3,6x2 + 9,2x –6 –0,2925x3+2,34x2-4,9725x+2,925+0,025x3-0,15x2+0,2x-0,15 = - 0,16x3 + 0,89x2 +0,115x + 1,9505

Завдання 4.1
	11
	0,3
	0,619039

	
	0,4
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	0,5
	1,098612

	
	0,6
	1,386294


Розв’язання
 Метод найменших  квадратів

Нехай є деяка функція f(x), про яку вiдомо:

1) для і=0,1,2,…m  f(xi) = ys;;

2) значення ys  функції в узлах xі неточні.

Треба знайти наближення функції f(x)  поліномом Pn(xi) степеня n ( m, який би задовольняв умові

S = 
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Таким чином, задача полягає у знаходженні мінімума функції багатьох змінних. Умовою знаходження екстремуму функії є рівність частинних похідних нулю.

Pn(x) = a0 +a1*x +a2*x2 +.     anxn

(S/(a0 =0

(S/(a1 = 0

…….

(S/(an = 2
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Маємо n+1 рівняння з n+1 невідомими, яке може бути переписаним у такому вигляді:

a0 * 
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Позначимо Sk = 
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 a0 S0 +a1S1 +… + anSn = t0
a0 S1 + a1S2 +… + anSn+1 = t1

………..

a0Sn + a1Sn+1+….+ an S2n = tn
Розрахункова таблиця для апроксимації поліномом другого ступеня має вигляд

	x
	y
	x*y
	x2
	x3
	x4
	x2*y

	
	
	
	
	
	
	


Завдання 4.2 За наведеними нижче даними побудувати функцію апроксимації методом найменших квадратів.
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	2,4
	0,875468

	
	2,6
	0,955511

	
	2,8
	1,029619

	
	3
	1,098612

	
	3,2
	1,163150
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	1,223775

	
	3,6
	1,280933

	
	3,8
	1,335001

	
	4
	1,386294

	
	4,2
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	4,4
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	4,6
	1,526056

	
	4,8
	1,568615
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	1,609437
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	5,4
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Розв’язання
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Тема 5. Чисельні методи обчислення визначених інтегралів.

Для великого числа елементарних функцій першообразні вже не виражаються через елементарні функції, а тому визначений інтеграл не може бути обрахований за допомогою формули Ньютона-Лейбниця. Крім того, нерідко зустрічаються функції, задані таблично. Зустрічаються також випадки, коли інтеграли в принципі можуть бути знайдені в конечному вигляді, але їх вираз виявляється занадто складним. Для всіх цих випадків доцільно використовувати формули для наближеного обчислення визначених інтегралів, які також називають квадратурними формулами.

Найбільш часто для таких випадків використовують формули прямокутників і трапецій.

Нехай нам треба підрахувати значення інтегралу 
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. Розіб”ємо інтервал інтегрування  [a,b] на n рівних частин і розмістимо точки, значення функції в яких входять в інтегральну суму, в лівих кінцях одержаних відрізків. Якщо довжина відрізку h = (b-a)/n  достатньо мала, то різниця між інтегральною сумою і значенням інтегралу буде незначною. Позначимо значення функції y = f(x) в точках поділу x0 = a, x1, …x n = b як y0 , y1 , …yn .Таким чином ми отримаємо наближену рівність
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яку називають формулою прямокутників. Ця формула визначає значення інтегралу 
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 із недостачею.

Аналогічну формулу можна одержати, якщо брати для інтегральної суми значення функції f(x) не в лівих, а в правих кінцях відрізку.  Тоді формула має вигляд
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Вона визначатиме значення інтегралу 
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Для того, щоб зменшити похибку обчислення, було запропоновано в якості оцінки взяти середнє арифметичне від одержаних сум. Ця формула одержала назву формули трапецій.
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Більш точною для обчислення визначеного інтегралу є формула Сімпсона. Для досягнення заданої точності в ній можна брати менше число відрізків n, а в разі  заданого кроку h  менша абсолютна і відносна похибки.  

Розіб’ємо відрізок [a,b] на парне число відрізків n = 2m і розглянемо два сусідніх відрізка [x0, x1]  та  [x1, x2]. Через три точки (x0,y0), (x1,y1) та  (x2,y2) проведемо параболу 

Y = Ax2 + Bx + C.                       (8)

Замінивши площу заданої криволінійної трапеції на відрізку [x0,x2]  площею, обмеженою  криволінійною параболою (8), одержимо наближену рівність
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 EMBED Equation.3  [image: image94.wmf]
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 EMBED Equation.3  [image: image96.wmf](9)
Враховуючи, що x1 = (x0 + x2)/2 ,  x2 – x0 = 2h,  а також f (xi) = yi ,  маємо

y0 =  Ax0 2  + Bx0 + C

y1 = A 
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y2 = 
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Звідси

y 0 + 4y1 +y2 = 2A(x
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 EMBED Equation.3  [image: image100.wmf]
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 EMBED Equation.3  [image: image102.wmf](10)
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 EMBED Equation.3  [image: image104.wmf]3
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 (y0 + 4y1 +y2 )                   (11)

Підсумовуючи (11) по всіх відрізках в інтервалі [a,b], одержимо формулу
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Завдання 5.1. Обчислити інтеграл 
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 за формулою трапецій з 3-ма десятковими знаками.
Розв’язання

Візьмемо крок Н=0,1
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Відповідь: 
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Завдання 5.2.Обчислити інтеграл 
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Відповідь: 
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Тема 6. Чисельні методи розв`язання диференціальних рівнянь.

Постановка задачі: знайти розв`язок диференціального рівняння 

y`= f(x,y)      (1)

за початковими умовами 

y(x0) = y0      (2).

Це означає, що треба знайти ту інтегральну криву y(x), яка задовольняє (1) і проходить черех точку (2).

Розв”язати задачу (1), (2) (яка називається задачею Коші) чисельно означає, що для заданої послідовності x0, x1,..xn знайти відповідну числову послідовність y0, y1, …yn, , тобто для заданої послідовності значень xk = x0 + kh побудувати таблицю наближених значень шуканого розв”язку задачі Коші.

Шукаємо розв”язок за формулою

Yk+1 = yk + h*f(xk, yk),    k = 0,1,2…        h – крок чисельного інтегрування.

Метод Ейлера

Нехай h – настільки мале, що для всіх x з відрізку xk, xk+1, де x k+1 = x k + h , значення функції y мало відрізняється від лінійного. Якщо наближений розв’язок задачі (1), (2) відомий, то, проінтегрувавши рівняння (1), в межах від xk до  xk+1 , знайдемо його розв’язок в точці xk+1 за формулою

y(xk+1) = y(xk) + 
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Якщо інтеграл (3) обчислити за формулою лівих прямокутників, то знайдемо 

y(xk+1) = y(xk) + hf (x k, y(xk)) +O (h2), 

або yk+1 = yk +hf(xk).

O (h2)  - означає, що похибка внаслідок заміни точного рішення наближеним  має порядок h2 .

Геометрично інтегральна крива наближено замінюється відрізком дотичної до неї в точці (xk,yk).

Удосконалений метод Ейлера

Інтеграл (3)  обчислюється за формулою середніх прямокутників. Замість значення yk береться значення в середині інтервала xk, xk+1.  Процес обчислення відбувається таким чином. Розглянемо точку x0,5 = x0 +0,5 h. Тоді відповідне значення 

y0,5 = y0 + (h/2) * y`0 = y0 +(h/2) *f(x0,y0) ;

y 1 = y0,5 + h/2 *f(x0,5,y0,5) =  y0 + h/2 *f(x0,5,y0,5) + h/2 *f(x0,5,y0,5) = y0 + h *f(x0,5,y0,5);

y2 = y0 +2h y`1 = y0 +2h f(x1,y1);

y3 = y1 + 2h f(x2,y2) ;

…

yk= yk-2 + 2h f(xk-1, yk-1).

Точність такого методу o(h3).

Удосконалений метод Ейлера – Коші – інтеграл обчислюється за формулою трапецій.

Метод Рунге – Кутта

Припустимо, що f(x,y) на заданому інтервалі 
[image: image113.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image114.wmf]має неперервні похідні до деякого порядку n+1. Тоді розв”язок y(x)  матиме неперервні похідні  до n+1 порядку і для досить малих значень h у точці xk = xk + h, h > 0 його його можна подати у вигляді розкладу
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 EMBED Equation.3  [image: image117.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image118.wmf]y(xk+1) = y(xk)+hy`(xk) +
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[image: image122.wmf] (4)

Похідні  y(i) у правій частині  формули (4) можна виразити через значення функції f та її частинних похідних у точці (xk, yk)

y`(xk) = f(xk, yk) = fk
y``(xk) = f1(xk,yk) + y``kf`y(xk,yk) = (f`x + f f`y)k

y```(xk) = (f`` x2 +2ff`` xy+f2f`` y2 +f`y(f`x+ff`y))k
Замість похідних Рунге запропонував значення найближчого розв”язку yk+1 в точці xk+1  обчислювати за формулами 
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 (k1+2k2+2k3+k4)

k1 = h f (xn,yn),

k2 = hf(xn+h/2, yn+ k1/2),

k3 = h f(xn+h/2, yn+k2/2),

k4 = hf(xn+h, yn+ k2).
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 EMBED Equation.3  [image: image126.wmf]
Завдання 6.1 Знайти розв’язання диференціального рівняння методом Ейлера:
	Диференціальне рівняння
	Інтервал
	y 0
	Точність (

	
	a
	b
	
	

	y`= 1+xy2
	0
	1
	0
	0,01


Розв’язання
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Завдання 6.2 Знайти розв’язання диференціального рівняння удосконаленим методом Ейлера:

	Диференціальне рівняння
	Інтервал
	y 0
	Точність (

	
	a
	b
	
	

	y`= 1+xy2
	0
	1
	0
	0,01


Розв’язання
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Завдання 6.2 Знайти розв’язання диференціального рівняння методом Рунге – Кутта:

	Диференціальне рівняння
	Інтервал
	y 0
	Точність (

	
	a
	b
	
	

	y`= 1+xy2
	0
	1
	0
	0,01


Розв’язання
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