Лекція 2.1. 
Аналіз нелінійних САУ.
Введення.
Особливості застосування критерію Найквіста.

Отримання коефіцієнтів гармонійної лінеаризації.

Використання коефіцієнтів гармонійної лінеаризації.

Стійкість граничних циклів.
2.1.1. Введення.

Всі реальні фізичні САУ є нелінійними.

Всі САУ, які Ви вивчали раніше, можна вважати лінійними тільки в межах  робочого режиму і насправді є нелінійними. Крім того, деякі САУ є істотно нелінійними.

Тому неможливо у загальному випадку використовувати аналітичні методи для аналізу нелінійних САУ. Взагалі не існує загальних аналітичних методів для дослідження нелінійних САУ.

Визначення.
Лінійна САУ – це САУ, до якої можна застосувати принцип суперпозиції.

Припустимо, ми маємо деяку лінійну САУ.

Suppose, we have some linear system.

Нехай 
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САУ вважається лінійною, якщо її реакція на вхідний сигнал 
[image: image5.wmf]1122

{()()}

artart

+

, де 
[image: image6.wmf]12

;

aa

 - константи дорівнює 
[image: image7.wmf]1122

{()()}

actact

+

.

Нелінійна САУ - це САУ, до якої не можна застосувати принцип суперпозиції.

Приклади нелінійних САУ.
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3 вказаних рівняння є нелінійними, оскільки:

A – містить перемінну c(t) у квадраті;

B -  містить функцію sin[c(t)];

C – містить добуток перемінної 
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і похідної. 
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Мал.1. САУ, яка містить підсилювач з насиченням. 

Умовні позначки:
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- керований процес.

Завдяки вказаним характеристикам, ми не в змозі застосувати принцип суперпозиції до цієї САУ.

Ми маємо також 2 основні типи САУ.

Стаціонарні САУ (time-invariant system) – це САУ, чиї властивості не залежатиме від часу.
Якщо властивості САУ залежатиме від часу – тоді ми маємо нестаціонарні САУ (time dependent).

Приклад 1.


[image: image14.wmf]()cos[()]();

ctctrt

¢

+=

  
де 
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- функція часу.
Ми в змозі вказати декілька властивостей нелінійних САУ.

1. Граничний цикл. 

Періодичні коливання нелінійної САУ, що не загасають, називаються граничним циклом.

У загальному випадку граничний цикл не є синусоїдальним. 

У лінійній САУ періодичні коливання, що не загасають, є синусоїдальними, а їх амплітуда визначається як величиною зовнішнього впливу, так й початковими умовами.

У нелінійній САУ амплітуда періодичних коливань, що не загасають, не залежатиме від величини зовнішнього впливу, так початкових умов.
2. Частота змушених коливань при періодичному вхідному впливі.

Якщо на вхідним сигналом нелінійної САУ є періодичний вплив , тоді вихідний сигнал може бути або субгармонійним по відношенню до вхідного сигналу, або є гармонікою вхідного сигналу.

Наприклад, якщо частота вхідного сигналу = 10 Герц, тоді частота вихідних коливань може дорівнювати 5 Герц (субгармонійний сигнал), або 30 Герц (гармонійний сигнал).

3. Явище стрибкоподібного резонансу.

Припустимо, що на вхід нелінійної САУ подається синусоїдальний сигнал з постійною амплітудою. 

Тоді при збільшенні частоти вхідного сигналу при деякому його значенні ми в змозі отримати різкий стрибок амплітуди вхідного сигналу.

Якщо потім зменшувати частоту вхідного сигналу, тоді ми побачимо зворотний стрибок амплітуди вхідного сигналу. 

[image: image16]
Мал.2. Явище стрибкоподібного резонансу.
4. Множина рівноважних станів. 

Всі перемінні стійкої лінійно САУ при відсутності вхідного впливу протягом часу прямують до нуля (до початку координат простору станів). 
Стійка нелінійна САУ має декілька різних рівноважних станів (які відрізняються від нуля), до яких ця САУ прямує при відсутності вхідного впливу протягом часу. До якого самого стану рівноваги прямує САУ залежатиме від початкових умов. Ця умова є еквівалентною тому, що якщо нелінійну САУ вивести із деякого положення рівноваги, тоді вона в змозі повернутися у будь-яке інше положення рівноваги в залежності від величини збурення.
2.1.2. Особливості застосування критерію Найквіста.

Розглянемо наступну САУ.
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Мал.3. Структурна схема САУ.
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Мал.4. Використання критерію Найквіста.

Характеристичне рівняння САУ має такий вигляд:


[image: image19.wmf]1()()0;

KGsHs

+=

 (2.1.2.1)
Для використання критерію Найквіста контур Найквіста на S-площині відображається на комплексну площину за допомогою функції KG(s)H(s).

Тоді ми отримуємо:

Z = N + P; (2.1.2.2)

де:

Z – число нулів характеристичного рівняння (2.1.2.1), які розташовані усередині контуру Найквіста (у правій половині S-площини); 
P – число полюсів характеристичного рівняння (2.1.2.1), які розташовані усередині контуру Найквіста (у правій половині S-площини); 

N – число охоплень діаграмою Найквіста за годинниковою стрілкою точки (-1;j0) для функції KG(s)H(s).
Рівн.(2.1.2.2) початково було отримано для розгляду діаграми, яка відповідає функції [1+KG(s)H(s)], в якому через N визначається число охоплень початку координат.

Але ми в змозі переписати Рівн.(2.1.2.1) у наступному вигляді:
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В такому разі, враховуючи графік функції KG(s)H(s), N – число охоплень точки (-1;j0).
Але якщо поділити Рівн.(2.1.2.3) на К: 
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В такому разі N буде числом охоплень точки 
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 згідно з Мал.4.
Ця модифікація критерію Найквіста використовується для аналізу нелінійних САУ за допомогою методу гармонійної лінеаризації.
2.1.3. Метод гармонійної лінеаризації (Describing function).

Розглянемо наступну нелінійну САУ з одним нелінійним елементом (G(s) – передаточна функція лінійного об’єкта).
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Мал. 5. Структурна схема нелінійної САУ.
Припустимо, що:
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САУ, вхідний сигнал якої =0, ми називаємо вільною.
Якщо ця САУ є стаціонарною, тоді вона називається автономною.
Тоді у сталому режимі сигнал b(t) буде періодичним, але не синусоїдальним.
Ми в змозі представити цей сигнал у вигляді ряду Фур”є: 
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де:
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де:
T – період вхідної синусоїди a(t);
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- довільний момент часу.
Ми також обмежуємось випадком, коли 
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(це справедливо, якщо нелінійна характеристика симетрична відносно амплітуди вхідного сигналу). 
Ми також вважаємо, що характеристики передаточної функції G(s) відповідатиме фільтру низьких частот, так що, 
[image: image32.wmf]()

Gs

 матиме малі значення для вищих гармонік сигналу b(t) у порівнянні з його значенням для основної частоти.

Таким чином, ми в змозі нехтувати вищими гармоніками сигналу b(t), оскільки вони (згідно з цим припущенням) незначною мірою впливатиме на вихідний сигнал C(t).

Тоді ми отримуємо такі вирази:
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Використовуючи тригонометричні тотожності, (фазори – phasors), ми маємо:
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Із Рівн.(2.1.3.5) випливає, що сигнал b(t) можна апроксимувати за допомогою такої же синусоїди, що і сигнал а(t), але з іншою амплітудою і фазою.

Тому ми в змозі представити нелінійний елемент у вигляді комплексного коефіцієнта підсилення:
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Цей комплексний коефіцієнт підсилення називається коефіцієнтом гармонійної лінеаризації.

Коефіцієнт гармонійної лінеаризації 
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у загальному випадку залежатиме як від 
Відзначимо головні припущення.

Коефіцієнт гармонійної лінеаризації 
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у загальному випадку має сенс за таких умов:

1. Вхідний сигнал нелінійного елемента є синусоїдальним;

2. G(s) – лінійна система, що розташована за нелінійним елементом, є фільтром низьких частот і послаблює всі вищи гармоніки настільки, що їх впливом можна нехтувати;
Приклад 2.

Ідеальне реле.
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[image: image39] 
Мал.6. Визначення коефіцієнта гармонійної лінеаризації ідеального реле.
Вхідний сигнал: 
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Оскільки вихідний сигнал є непарною функцією, тоді у Рівн.(2.1.3.5) 
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 (2.1.3.8)

Оскільки 
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Таким чином, ми отримали:
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Нелінійна характеристика типа „насичення”.

[image: image48]
Мал.7. Нелінійна характеристика типа „насичення”.
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Мал.8. Нелінійна характеристика.
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Мал.9. Нелінійна характеристика.

[image: image55.wmf]2

2

4

(,)1;()

BC

NMMC

MM

w

p

=-³

; 

[image: image56]
Мал.10. Нелінійна характеристика.
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[image: image58]
Мал.11. Нелінійна характеристика.
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Мал.12. Нелінійна характеристика.
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[image: image63]
Мал.13. Нелінійна характеристика.
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Для багатьох нелінійних елементів складені відповідні таблиці з коефіцієнтами гармонійної лінеаризації.
2.1.4. Використання коефіцієнтів гармонійної лінеаризації.

Розглянемо наступну нелінійну САУ.
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Мал.14. Структурна схема нелінійної САУ.
Ми зробили наступні припущення з метою отримання коефіцієнтів гармонійної лінеаризації:

1. Вхідний сигнал є синусоїдальним;

2. Функція G(s) – має характеристики фільтра низьких частот.
Нехай:
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Основні положення аналізу з використанням методу гармонійної лінеаризації.
1. У нелінійній САУ виникає граничний цикл, якщо вхідний сигнал нелінійного елемента буде приблизно синусоїдальним і буде повністю відтворюватися у замкненому контурі (при коефіцієнті підсилення контуру =1);
2. Ми повинні визначити, чи існує амплітуда M і частота ω, при яких коефіцієнт підсилення розімкненого контуру від входу нелінійного елемента до той же точки =1 за умови, що нелінійний елемент замінено його коефіцієнтом гармонійної лінеаризації.

3. Іншими словами, b(t) = C(t) і граничний цикл виникне у САУ, якщо:
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Дорівнюючи фазори синосоїд, ми отримуємо:   
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Оскільки N(M, ω) є у загальному вигляді комплексною функцією, тому Рівн.( 2.1.4.8) неможливо вирішити відносно M і ω. 
Замість цього використовують графоаналітичний метод:
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Якщо при деякому значення ω дві криві перетинаються, тоді Рівн.(2.1.4.9) має рішення, і у нелінійній САУ виникне граничний цикл. 
Приклад 3. 
Let’s consider some non-linear control system (Fig.9).

НЛЕ (NLE) – Sign;
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Мал.15. Графоаналітичний метод рішення.
  
[image: image80]
Мал.16. Структурна схема нелінійної САУ.
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Мал.10 зображає графік функції якщо М змінюється від 0 до 
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Таким чином, координати точки перетинання відповідатиме таким умовам:
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Метод гармонійної лінеаризації пророкує існування граничного циклу з таким вихідним сигналом:
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2.1.5. Стійкість граничних циклів. Частотний метод В.М. Попова.
Якщо у будь-якій САУ ми маємо лише одну не лінійність:
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Тоді ми поєднуємо всі інші лінійні рівняння САУ:
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Мал.12. Частотний метод В.М.Попова.

Нехай нелінійний елемент має будь-яку характеристику, але за умов виконання наступної вимоги:
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Ми також припускаємо, що:
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; (тобто не більше двох нульових полюсів передаточної функції 
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Для визначення стійкості нелінійної частини САУ достатньо підібрати таке кінцеве дійсне число 
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де 
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 - амплітудно-фазово-частотна характеристика лінійної частини САУ. 

Якщо ми маємо один нульовий полюс:
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Якщо ми маємо 2 нульових полюси:
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Вводимо змінену частотну характеристику
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де 
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Перетворюємо Рівн.(2.1.5.4):
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Але необхідно врахувати, що:
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Тоді ми отримуємо таке:
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Очевидно, що наступна рівність:
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є рівняння прямої ліній на площині 
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Для встановлення стійкості нелінійної САУ достатньо підібрати таку пряму на 
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 площині, яка проходитиме через точку (-1/k;j0), щоб вся крива 
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була розташована справа від цієї прямої. 
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Мал.13. Частотний критерій В.М. Попова.
2.1.5. Стійкість граничних циклів.
In non-linear control systems there are 2 types of limit cycles.
In the stable limit cycle the oscillation amplitude returns to it previous meaning after its change caused by some external disturbance.
If not, such a cycle is called unstable.

We hardly may observe unstable limit cycles using simulation because of noises and disturbances preventing to support sustainable oscillation.
To detect the stability of limit cycle we may use describing function method and Nyquist criterion.
We remind that for non-linear control system we may count the number of coverages of (-1/K) point by G(s)H(s) locus.
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 Fig. 10. Nonlinear control system.
Let’s consider some non-linear control system.
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In non-linear system the “saturation” non-linear element is changed by K linear amplification coefficient K. 

In this case if Nyquist diagram doesn’t encompass (-1/K) point, then we have stable system.

If  Nyquist diagram will encompass (-1/K) point, then we have unstable system
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Fig. 10. Nyquist diagram for Example 2.
Таблиця 1. Коефіцієнти гармонійної лінеаризації:
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