Лекція 2.2. 
Аналіз нелінійних САУ.
Визначення автоколивань у нелінійній САУ за методом Е.П.Попова.

Методи дослідження нелінійних САУ. 
Метод припасовування.

Метод точкових перетворень (відображень).

Метод лінеаризації.

Рівноважні стани і стійкість за Ляпуновим.

2.2.1. Визначення автоколивань у нелінійній САУ за методом Е.П.Попова.
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Мал.1. Структурна схема нелінійної САУ.
[image: image154.wmf]1

(,)

NM

w

-


[image: image2]
Мал.1. Процедура синтезу нелінійної САУ.
Розглянемо деяку нелінійну САУ.

Умовні позначки:

НЛЕ – нелінійний елемент;

GC(s) – регулятор САУ;

G0(s) – керований процес.

Завдання цього розділу показати, як це можливо обрати параметри регулятора САУ з метою виключення автоколивань.

У загальному випадку ми в змозі написати таке рівняння:
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де:
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= GC(jω)G0(jω) – приведена лінійна частина САУ;
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- еквівалентний коефіцієнт підсилення нелінійний елемента;
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Враховуючи Рівн.(2.2.1.2) і Рівн.(2.2.1.3), ми в змозі отримати умови досягнення гармонійного балансу:
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або:
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Таким чином, якщо умови балансу фаз і амплітуд задовольняються водночас, у САУ можуть виникнути автоколивання.

Для САУ з однозначною не-лінійністю ми маємо таке співвідношення:
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Ця умова виникнення періодичного режиму зводиться до одночасного перетинання:

· ЛАЧХ 
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· Фазової характеристики 
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Але при цьому з’являються 2 частоти і виникає необхідність визначення, яка з цих частот відповідає автоколиванням, а яка –нестійким коливанням . 

Для вирішення цього питання ми будуємо АФЧХ 
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 і зворотну еквівалентну характеристику нелінійної ланки 
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Як Ви бачите із Мал.3, зворотна еквівалентна характеристика нелінійної ланки перетинає АФЧХ 
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у 2 точках А і В.
Для визначення точки, яка відповідає автоколиванням, ми в змозі використати критерій Е.П.Попова. 
У релейній (нелінійній) САУ із двозначною не-лінійністю виникають автоколивання (стійкі), якщо годограф 
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не охоплює точку, яка розташована на зворотній еквівалентній характеристиці нелінійної ланки, якщо ця точка отримана шляхом малого збільшення амплітуди на 
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Іншими словами, якщо разом із зростанням амплітуди характеристика 
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 у точці перетинання кривих виходитиме за годограф 
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, тоді ми маємо автоколивання нелінійної САУ (точка
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).
Якщо при зростанні амплітуди точка охоплюється годографом 
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, тоді ми отримуємо нестійкі автоколивання (точка
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2.2.2. Методи дослідження нелінійних САУ. 

Видатний російський вчений А.М.Ляпунов вперше запропонував методи аналізу стійкості і синтезу нелінійних САУ.
Оскільки загальні аналітичні методи рішення нелінійних диференційних рівнянь відсутні, тому при дослідженні нелінійних САУ в основному використовуються приблизні методи. Ці методи можна поділити на 2 групи:

· Методи пов’язані з рішенняv нелінійних диференційних рівнянь;

· методи лінеаризації нелінійних характеристик з наступним використанням лінійних методів аналізу САУ.

До 1-ої групи відносяться такі:

· метод припасовування;

· метод фазових траєкторій;

· метод точкових перетворень;

· графоаналітичні;

· частотний метод В.М.Попова;

· чисельні;

· метод моделювання.

До 2-ої групи відносяться такі:

- метод малого параметра (збурень); 

- метод гармонійного балансу;

- метод статистичної лінеаризації.
Графоаналітичні методи базуються на приблизному графічному інтегруванні диференційних рівнянь. Ці методи придатні для дослідження лінійних і нелінійних САУ будь-якого порядку (причому нелінійні характеристики можна визначати як аналітично, так й графічно). 
Найбільш часто використовується метод січних. При використанні цього методу диференційне рівняння лінійної частини САУ розкладається на елементарні рівняння – рівняння простих ланок. Потім будується перехідний процес за допомогою методу січних в інерційній ланці, який є експонентою. Урахування не-лінійності здійснюється шляхом находження еквівалентного вхідного збурення. Рішення для інших видів елементарних ланок здійснюється за допомогою їх зведення до інерційних ланок.  
Якщо нелінійна САУ матиме декілька елементарних ланок, тоді спочатку будується перехідний процес для 1-ої ланки, потім отриману функцію вважають як вхідний сигнал для 2-гої ланки тощо. Крива перехідного процесу останньої ланки є перехідним процесом САУ у цілому.  
Метод математичного моделювання засновано на подобі процесів, які здійснюються у реальному об’єкті і його моделі, яка побудована згідно з диференційними і іншими рівняннями. Цей метод є зручним при раціональному його сполученні з одним із приблизних методів рішення нелінійних задач.

Метод малого параметру (збурень) засновано на розкладенні рішення рівняння у ряд за ступенями малого параметра відповідно до рішення, яке породжує (порождающее решение) з наступним визначенням невідомих коефіцієнтів ряду шляхом підстановки його у початкове диференційне рівняння рішення, яке породжує.  
Чисельні методи відносяться до чисельного рішення нелінійних диференційних рівнянь. Широко застосовуються методи, засновані на аналітичної апроксимації нелінійної функції. Дуже ефективним є метод чисельного інтегрування з використанням Z-перетворення, коли безперервна САУ замінюється на імпульсну. У зв”язку зі швидким розвитком ЕОМ чисельні методи дуже широко застосовуються.
2.2.3. Метод припасовування.
Цей метод полягає у тому, що рішення нелінійного рівняння здійснюється на окремих інтервалах, на яких процес управління описується з необхідною точністю лінійними рівняннями з постійними коефіцієнтами. Таким чином, перехідний процес за цим методом знаходиться шляхом послідовного рішення окремих лінійних рівнянь на окремих інтервалах, межі яких визначаються граничними значеннями нелінійної характеристики.
Рівняння руху нелінійної САУ можна записати у наступному вигляді:
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де:


[image: image31.wmf]1

110

(,)()()...()()

nn

nn

DsXaXsaXsaXsaX

-

-

=++++

;


[image: image32.wmf]()()

()(,',...,);,',...,

nn

ii

aXaxxxxxx

=

 - фазові координати.
Таким чином, на відміну від рівнянь лінійної САУ рівняння нелінійної САУ матиме характеристичний поліном, в якому коефіцієнти залежатиме від фазових координат САУ, тобто не тільки від вихідної координати, але й від її похідних.

Якщо відокремити в окремий поліном 
[image: image33.wmf](,)

NsX

 нелінійні члени, тоді рівняння нелінійної САУ можна визначити таким чином:
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Таким чином, загальний метод складення рівнянь для нелінійних САУ заключається у відокремленні лінійної і нелінійної частин САУ, а потім у визначенні їх рівнянь.

Рівн.(2.2.3.2) можна замінити послідовним рішенням наступних лінійних рівнянь:
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 - визначатиме інтервали лінійної зміни фазової координати 
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 нелінійної САУ.

Кінець одного інтервалу, наприклад і-го, визначає початкові умови (і +1) інтервалу.
Таким чином здійснюється послідовне стикування (припасовування) початку кожного інтервалу перехідної характеристики до кінця попереднього інтервалу.

Цей метод є  трудомістким при здійсненні ручних розрахунків, але сучасні ЕОМ разом з програмним забезпеченням в змозі здійснити точні розрахунки характеристик нелінійних САУ. 
2.2.4. Метод точкових перетворень (відображень).


[image: image42]   
Мал.2. Метод точкових перетворень. 
Цей метод сполучає метод припасовування і метод точкового перетворення поверхні  і дозволяє провести кількісне дослідження фазових траєкторій і автоколивань нелінійних САУ.
Фазова траєкторія звичайно складається із окремих інтервалів, які відповідатиме рішенням рівнянь на кожному із них.  
На Мал2. зображені фазова траєкторія і граничні лінії:

· вісь ОХ;

· лінія АВ;

· лінія СD.

Припустимо, що точка, що зображає, у будь-який момент часу займає положення на півосі ОХ. На першому етапі вона перейде у положення 1; на 2-му етапі – у положення 2; на 3-му етапі – у положення 3; на 4-му етапі – у положення 4.

Після обходу біля початку координат точка, що зображає, перетинатиме вісь ОХ у загальному випадку в іншій точці. Подібним чином відображається інша будь-яка точка півосі ОХ. Іншими словами, здійснюється точкове відображення півосі ОХ у саму себе. Це записується таким чином: 
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Якщо при такому перетворенні будь-яка точка переходитиме у саму себе, тоді через неї проходитиме замкнений цикл, який відповідатиме або стійким автоколиванням, або межі стійкості, або особливому випадку біфуркації, коли обидва граничних цикли зливаються в один пів-стійкий цикл. При цьому рівняння перетворень приймає такий вигляд: 
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Якщо для всіх 
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 виконується нерівність 
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, тоді САУ є стійкою; якщо 
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 тоді ми отримуємо перехідний процес САУ, який розходиться.

Але цей метод дає лише якісне уявлення щодо процесів у нелінійній САУ. Для визначення ходу цього процесу протягом часу і частоти автоколивань необхідно знайти рішення диференційних рівнянь для окремих інтервалів. Для нелінійних САУ 2-го порядку і вище виникає необхідність відображення поверхні. Це призводить до громіздких побудов, що обмежує використання цього методу. 

2.2.5. Метод лінеаризації.


[image: image48]
Мал. 4. Характеристика нелінійного елемента (коефіцієнта підсилення).

Припустимо, що робоча точка відповідає значенню перемінної X0 . Таким чином, ми вважаємо, що точка X0 – стале значення вхідної перемінної:
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або:
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де:
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- малий приріст перемінної x.

Таким чином, ми здійснили лінеаризацію нелінійної характеристики біля точки X0 . Точність апроксимації залежатиме від величини 
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і кривизни функції f(x) біля точки X0 . 
Використовуючи розкладення функції f(x) біля точки X0  у ряд Тейлора, ми отримуємо:
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Вводимо позначку 
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і переписуємо Рівн.( 2.2.5.3) у такому вигляді:
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З метою здійснення апроксимації Рівн.(2.2.5.4) ми повинні відкинути члени розкладення, які містять похідні 2-го і вищих порядків завдяки їх малості. 
Іншими словами, функція f(x) повинна бути гладкою і приріст 
[image: image56.wmf]x

D

 повинен бути малим.
Приклад 1.

Ми маємо нелінійне диференційне рівняння 2-го порядку:
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Ми побудуємо модель цієї САУ за допомогою перемінних стану 
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Згідно з Рін.(2.2.5.5) ми отримуємо таке:
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Тоді нелінійні рівняння матиме наступний вигляд:
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Визначаємо Рівн.(2.2.5.6) у векторній формі:  
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Завдяки наявності нелінійних членів у Рівн.(2.2.5.7) ми не в змозі використати рівняння стану у типовій векторно-матричній формі:
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Рівн.(2.2.5.7) представляє загальну модель нелінійної стаціонарної САУ.

Для САУ 
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-го порядку 
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 і 
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є матрицями розмірності 
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 (вектори з 
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компонентами), а 
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- матриця розмірності 
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.
Нехай:
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- робоча точка нелінійної частини 
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-го порядку;
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- постійне значення вхідного сигналу, яке відповідає цієї точці.

Припустимо, що ми маємо збурення, внаслідок чого ми отримуємо:
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Наприклад, для САУ з 2 -го порядку з 2-ма входами:
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З урахуванням Рівн.(2.2.5.7) ми отримуємо:
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 (2.2.5.10)
Розкладемо це рівняння у ряд Тейлора, обмежив його тільки лінійними членами:
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  (2.2.5.11)
Але згідно з Рівн.( 2.2.5.7):
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Тоді Рівн.( 2.2.5.11) матиме такий вигляд:
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 (2.2.5.11)
Подібним шляхом ми в змозі представити кожне рівняння системи (2.2.5.10). Тоді лінеаризовані рівняння (2.2.5.7) матиме такий вигляд:
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where:
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  (2.2.5.13)
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  (2.2.5.14)
Ці матриці називаються якобіанами.

Приклад 2.

Повернемось до Прикладу 1.
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Тоді згідно з Рівн.(2.2.5.13):
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Згідно з Рівн.( 2.2.5.14):
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Якщо робоча точка завдана як вектор 
[image: image91.wmf]000
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, тоді лінеаризовані рівняння стану є такими:
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Припустимо, що робоча точка завдана у такому вигляді: 
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Тоді ми отримуємо такі лінеаризовані рівняння:
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Якщо необхідно лінеаризувати систему нелінійних рівнянь, тоді для зручності їх запису ми використовуємо такі позначки: 
[image: image95.wmf];.
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В такому разі лінеаризовані рівняння матиме наступний вигляд:
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де:

x(t) – відхилення перемінної стану від сталого значення;

u(t) – відповідатиме відхиленням вхідних впливів.

2.2.6. Рівноважні стани і стійкість за Ляпуновим.

Якщо деяка САУ знаходиться у стані рівноваги, тоді жодна із перемінних стану не змінюється потягом часу.

Нехай САУ визначається таким рівнянням:
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САУ знаходиться у рівноважному стані 
[image: image98.wmf]e
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, якщо:
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Приклад 3.

Ми маємо такі рівняння, що описують нелінійну САУ:
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З урахуванням Рівн.(2.2.6.2) ми отримуємо:
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Ці рівняння матиме 2 рішення:
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Таким чином, ця САУ матиме 2 стани рівноваги:
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Рівн.( 2.2.6.2) є дійсним при 
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Мал.5. Ілюстрація стійкості за Ляпуновим.
Рівноважний стан 
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 автономної динамічної САУ є стійкім за Ляпуновим, якщо для кожного 
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 існує таке 
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 - початковий стан САУ при 
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де:
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 - Евклідова норма вектора. 

Це визначення означає наступне:
· якщо рівноважний стан САУ є стійким за Ляпуновим, тоді при початковому стану цієї САУ, яке є близьким до рівноважного стану, траєкторія руху САУ залишиться у завданої околиці цієї точки; 
· таким чином, якщо Ви встановите будь-яке значення 
[image: image119.wmf]e

, тоді ми в змозі вказати таке значення 
[image: image120.wmf]d

, що умови цього визначення будуть виконуватися.
САУ є нестійкою за Ляпуновим:

Якщо існує таке 
[image: image121.wmf]e

, для котрого неможливо знайти жодного 
[image: image122.wmf]d

, при якому би задовольнялись умови стійкості.

Асимптотична стійкість.

Рівноважний стан 
[image: image123.wmf]e
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 автономної динамічної САУ є асимптотично стійкім, якщо:

- ця САУ є стійкою за Ляпуновим;

- існує таке число 
[image: image124.wmf]a
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>0, що будь-який рух, який починається у 
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, наближується до 
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 якщо 
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Ми підкреслюємо, що лінійна САУ, яка є стійкою у сенсі „обмежений вхід-обмежений вихід”, є асимптотично стійкою, оскільки її реакція на початкові умови загасає протягом часу.

Спрощене формулювання 1-ої теореми Ляпунова.

Припустимо, що автономна САУ 
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в околиці точки рівноваги 
[image: image130.wmf]e
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 моделюється за допомогою рівняння 
[image: image131.wmf]*
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. Характеристичні числа лінійної моделі (корені характеристичного рівняння САУ) визначаються згідно з такою умовою:
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де 
[image: image133.wmf]I

- одинична матриця.
Тоді ми отримуємо таке:

1. Якщо всі характеристичні числа матиме негативні дійсні частини, тоді точка рівноваги є асимтотично стійкою;

2. Якщо хоча одне характеристичне число матиме позитивну дійсну частину, тоді точка рівноваги є нестійкою;

3. Якщо одне і більше характеристичних чисел матиме нульову дійсну частину, а дійсні  частини інших характеристичних чисел негативні, тоді ми не в змозі зробити конкретні висновки щодо стійкості точки рівноваги, використовуючи лінеаризовану модель САУ. 

Приклад 3.
Ще аз повернемось до Прикладу 2:
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Ми визначили раніше, що ця САУ має 2 точки рівноваги:
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Таким чином, у околиці точки 
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Характеристичні числа є такими:
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Таким чином, стан рівноваги 
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 є асимптотично стійким.

У околиці точки 
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Таким чином, згідно з критерієм Рауса-Гурвіца рівноважний стан 
[image: image147.wmf]2
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 є нестійким.
Fig.2. Non-linear control system.


[image: image148]
To illustrate synthesis procedure we may consider block diagram (Fig.2).
In this system we have:

Start of dead zone – (-1);

End of dead zone – (+1);
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We depict the corresponding curves:

- 
[image: image150.wmf]1

()

NM

(for non-linear element);

- G(jω) = GC(jω)G0(jω) – reduced linear part of the system.

The regulator must be chosen in a way which excludes the crossing of the following curves on complex plane:

- 
[image: image151.wmf]1
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Since we have the system’s model which is inaccurate, so we have to place the mentioned curves at a suffcient distance.

We may use the same block diagram as in the case when we studied the utilization of describing function, but we have to use the following substitution:
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Thus, we may write the following equation for non-linear control system (Fig.1):
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