Лекця 2.4
Орієнтовані графі і їх застосування для дослідження САУ.

Формула Мейсона.

Опис лінійних САУ у просторі станів.

Зв”язок між описами САУ у просторі станів і у вигляді передаточної функції
2.4.1. Орієнтовані графі і їх застосування для дослідження САУ.

Математичну модель САУ можна наочно представити за допомогою орієнтованих графів (орграфів).

Графи використовуються у складних САУ, особливо при керуванні і автоматизації технологічних процесів у промисловості, коли опис у вигляді структурних схем є громіздким і складним для сприйняття.

Орграфом САУ є графічне уявлення САУ у вигляді сукупності вершин, що відповідатиме перемінним і дуг, які з’єднують вершини.
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Мал.1. Орграф САУ.
A. Визначення.

1. Шлях – це безперервна послідовність гілок від вузла до вузла, причому стрілки на всіх гілках спрямовані в одну і теж сторону, тобто всі сигнали розповсюджуються в одному напрямку. 
2. Вузол-джерело – це вузол, із якого сигнали тільки виходять, тобто на всіх гілках, що пов”язані з цим вузлом, стрілки спрямовані від вузла.

Примітка: 

вузол-джерело не може бути частиною контуру, оскільки кожний контур повинен мати у крайньому разу одну гілку, яка входить до нього, і одну гілку, що виходить від нього.
3. Вузол-стік – це вузол, до якого всі сигнали тільки входять.
4. Контур – це замкнений шлях, в якому стрілки на всіх гілках спрямовані в одну і теж сторону і в якому кожний вузол зустрічається не більше одного разу.
5. Прямий шлях – це шлях від вузла-джерела до вузла-стоку і в якому будь-який вузол не зустрічається більше одного разу.
6. Коефіцієнт передачі шляху – це добуток передаточних функцій всіх гілок, які створюють шлях. 
7. Коефіцієнт передачі контуру – це добуток передаточних функцій всіх гілок, які створюють контур. 
8. Контури, що не дотикаються – це контури, які не матиме загальних вузлів.
9. Кожна дуга із стрілкою, яка вказує напрям розповсюдження сигналу, зображає ланку і 

характеризується оператором ланки, що зображується (передаточною функцією).

10. Кожній вершині, яка помічена кружком, відповідає одна із перемінних САУ (зображення перемінної за Лапласом).  

11. Вхідна величина дуги дорівнює перемінної вершини, яз якої ця дуга виходитиме.

12. Вихідна величина дуги отримується як результат перетворення оператором вхідної величини.

13. Якщо до вершини підходять декілька дуг, тоді перемінна, що відповідає цій вершині, дорівнює сумі вхідних величин цих дуг (аналог сумуючого пристрою структурних схем).
14. Якщо декілька дуг виходитиме із вершини, тоді вхідні величини всіх цих дуг однакові (аналого точки розгалуження структурних схем).

Орієнтований граф (орграф) можна побудувати згідно зі структурною схемою і навпаки. 
При побудові орграфа згідно із структурною схемою необхідно виконувати такі правила:

Структурна схема модифікується таким чином, щоб у суматорах всі перемінні складалися із позитивним знаком, а негативні знаки вносилися у передаточні функції відповідних ланок.
1. Кожний суматор структурної схеми замінюється вершиною, яка відповідає вихідній перемінної суматора.
2. Кожна динамічна ланка замінюється дугою із оператором, який дорівнює передаточній функції ланки.
3. Кожна перемінна, включаючи вхідні впливи, відповідатиме своєї вершині.
Приклад 1.
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Мал.2. Структурна схема САУ і її орієнтований граф.
Правила перетворення структурних схем САУ.

A. Послідовне з”єднання ланок.

Теорема 1.
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Б. Паралельне з”єднання ланок.

Теорема 2. 

[image: image5]
В. Зустрічно-паралельне з”єднання ланок.

Теорема 4.
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Г. Перенос вузла (точки розгалуження) проти руху сигналу.
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Д. Перенос вузла (точки розгалуження) за рухом сигналу.
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Е. Перенос суматора через ланку за рухом сигналу.
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Ж. Перенос суматора через ланку проти руху сигналу.
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Приклад 2.


[image: image12]

[image: image13]
Мал.3. Структурна схема САУ та її орієнтований граф.
2.4.2. Формула Мейсона.

Формула Мейсона визначає передаточну функцію САУ від вузла-джерела до вузла-стоку.  
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де:

M = передаточна функція САУ; 

Mj = коефіцієнт передачі прямого шляху  j;

j = ціле число, яке визначає прямі шляхи;
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 = 1 – (сума коефіцієнтів передачі всіх окремих контурів) + (сума добутків коефіцієнтів передачі всіх можливих комбінацій контурів, що не дотикаються, узятих у двох) – (сума добутків коефіцієнтів передачі всіх можливих комбінацій контурів, що не дотикаються, узятих у трьох) + (сума добутків коефіцієнтів передачі всіх можливих комбінацій контурів, що не дотикаються, узятих у чотирьох) - …;
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- значення 
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для тої частині графа, що не дотикається j-го прямого шляху;
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= 1 – контури, які залишаються після видалення j-го прямого шляху. Якщо нічого не залишається, тоді 
[image: image19.wmf]D

j = 1;

Приклад 3.
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Мал.4. Орієнтований граф САУ.
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Мал.5. Процедура видалення прямих шляхів.

Ми маємо:

- 2 контури
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- 2 прямих шляхів
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Визначаємо 
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 згідно з Мал.2.
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Для визначення 
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 необхідно видалити із графа 1-ий прямий шлях (ми також повинні видалити всі вузли з цього прямого шляху) – див. Мал.3, A.

Тому, 
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Після видалення вузлів із 2-го прямого шляху
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Таким чином, ми отримали передаточну функцію у наступному вигляді:
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2.4.3. Опис лінійних САУ у просторі станів.

Опис лінійної стаціонарної (linear time-invariant - LTI) САУ має таку форму:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image33.wmf]
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image37.wmf]
де:
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Ці рівняння часто записуються у матричній формі:
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 (Рівняння стану)   (2.4.3.1)
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  (Вихідне рівняння)  (2.4.3.2)
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  (2.4.3.3)
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Вектор 
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- вектор стану.

Якщо вектор 
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 матиме 
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перемінних стану або має розмір 
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, тоді матриця 
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 є  квадратною  
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 матрицею;

b – вектор-стовпець 
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;
c - вектор-рядок (
[image: image54.wmf]1

xn

),

d – (
[image: image55.wmf]11
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) скаляр.

Іноді матрицю A називають системною матрицею, а d – частиною прямої передачі.

Приклад 4.

Розглянемо RLC-контур.
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Мал.6. RLC-контур.
Обираємо перемінні стану:
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Таким чином, Ви отримали модель САУ у просторі станів. При підстановці відповідних числових значень у вказані матриці Ви в змозі використати відповідні програми Simulink (Matlab6.5) і провести дослідження САУ за допомогою лінійного аналізу (linear analysis).

2.4.3. Декомпозиція передаточних функцій.

Ваша задача – засвоїти методи декомпозиції передаточних функцій САУ.

Ми маємо 3 методи декомпозиції:

· прямий;

· паралельний;

· каскадний.

A. Пряма декомпозиція передаточних функції.

Приклад 5.
Розглянемо таку передаточну функцію САУ:
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1-ий крок.
Розділімо чисельник і знаменник на 
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і помножимо їх на деяку довільну перемінну Q(s):
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Мал.7. Орієнтований граф для Прикладу 5.
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2-ий крок.

a. Розглянемо чисельник: 
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Верхня частина орієнтованого графу будується згідно з отриманим рівнянням.

b. Розглянемо знаменник: 
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Нижня частина орієнтованого графу будується згідно з отриманим рівнянням.

3-ий крок.

Обираємо перемінні стану: 
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4-ий крок.

Складаємо рівняння стану:
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5th step.

Рівняння виходу:
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Таким чином, ми отримали інформацію щодо моделі цієї САУ у просторі станів:
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Якщо Ви підставите ці дані у блок “State Space” із розділу “Continuous”, Ви в змозі провести аналіз цієї САУ за допомогою функцій лінійного аналізу (Linear analysis).
Б. Каскадна декомпозиція.

Приклад 6.

Розглянемо таку передаточну функцію:
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[image: image81]
Мал.8. Орієнтований граф для Прикладу 6.

Розглянемо окремо складові передаточної функції:
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Таким чином, ми отримали:
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B. Паралельна декомпозиція.

Приклад 7.

Розглянемо наступну передаточну функцію і розкладемо її на елементарні дробі:
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У загальному випадку для цієї задачі ми в змозі використати функцію “residue” у Matlab6.5. 
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Мал.9. Орієнтований граф для Прикладу 7.

Таким чином, ми отримали:
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2.4.4. Зв”язок між описами САУ у просторі станів і у вигляді передаточної функції.

[image: image103]
Мал.10. Структурна схема САУ у просторі станів.

де І – одинична матриця.
Перетворення опису САУ із моделі у просторі станів в опис через передаточну функцію і навпаки здійснюється за допомогою таких функцій Matlab 6.5, як ss і tf2ss. 

Але необхідно вказати, що ці перетворення, на жаль, не матиме однозначності. Це призводить до неоднозначного перетворення вектору стану
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- невироджена (неособлива) матриця. Тому матриці, отримані таким шляхом, не співпадають із початковими матрицями, але при цьому їх основні характеристики (характеристичні числа, сингулярні значення, норми тощо) не змінюються.
Наприклад, для передаточної функції у Прикладі 7 ми отримуємо такі значення A,B,C,D за допомогою функції tf2ss (Ви в змозі порівняти їх із значеннями, які отримані за допомогою методу декомпозиції):

b = [1 5 7]; 

a = [1 6 10 8];

[A,B,C,D] = tf2ss(b,a)
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     1     5     7

D =
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