Лекція 2.5
Канонічні форми керованості і спостережності. 

Формула Аккермана.
Керованість і спостережність.

2.5.1. Канонічні форми керованості і спостережності.  
Розглянемо загальну форму передаточної функції САУ:
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Дві схеми моделювання можуть відноситись до цієї передаточної функції САУ.

Для порядку САУ 
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 ми в змозі побудувати 2 різні схеми моделювання:
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Мал.1. Канонічна форма керованості. [image: image107.wmf]*
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Мал.2. Канонічна форма спостережності. 
За допомогою формули Мейсона ми можемо переконатися, що 2 схеми моделювання матиме однакову передаточну функцію САУ.
Але вектор стану 
[image: image6.wmf]()

xt

на Мал.1. не співпадає із вектором стану
[image: image7.wmf]()

xt

на Мал.2.

Але ці висновки є дійсними за умови, що порядок чисельника (за крайньою мірою) менше порядку знаменника.
Визначимо рівняння стану для цих схем моделювання за допомогою методів декомпозиції передаточних функцій.

A. Канонічна форма керованості:
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  (2.5.1.3)
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B. Канонічна форма спостережності:
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  (2.5.1.4)
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2.5.2. Формула Аккермана.

Класичні процедури синтезу, які Ви вивчали раніше, засновані на використанні передаточної функції САУ. Синтез САУ шляхом розміщення полюсів базується на використанні моделі САУ у перемінних стану. 
У загальному випадку вхідний сигнал керованого об’єкту є функцією перемінних стану:
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Це рівняння називається законом управління. 
Використовуючи синтез САУ шляхом розміщення полюсів закон управління визначається наступним чином:
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де K – вектор постійних коефіцієнтів розмірності 
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.
Ми в змозі записати закон управління у такому вигляді:
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Звідки ми бачимо, що вхідний сигнал є лінійною комбінацією всіх перемінних стану.


[image: image16]
Мал.3. Синтез САУ шляхом розміщення полюсів.

Як відомо, лінійна стаціонарна САУ матиме таке рівняння стану:
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Закон управління обирається наступним:
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де:
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- порядок об’акту керування.
З урахуванням Рівн.(2.5.2.2) ми отримуємо:
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де 
[image: image22.wmf]f
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- матриця коефіцієнтів замкненої САУ.

Тоді ми в змозі записати характеристичне рівняння замкненої САУ:
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Припустимо, що за умовами синтезу корені характеристичного рівняння повинні мати такі значення:
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Тоді бажане характеристичне рівняння САУ матиме такий вигляд:
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Згідно із процедурою синтезу шляхом розміщення полюсів необхідно знайти таку матрицю К, щоб Рівн.(2.5.2.4) і Рівн.(2.5.2.5) дорівнювали один одному, тобто:
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Це рівняння містить 
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 невідомих (
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Дорівнюючи у цьому рівнянні коефіцієнти при однакових ступенях 
[image: image30.wmf]s

, ми отримуємо 
[image: image31.wmf]n

 рівнянь відносно 
[image: image32.wmf]n

 невідомих. Таким чином, ми в змозі визначити елементи матриці К.

Аккерман запропонував формулу для визначення елементів матриці К, які задовольняють Рівн.(2.5.2.6)

Розглянемо ще раз канонічну форму керованості:
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    (2.5.2.7)


[image: image34]
Мал.4. Канонічна форма керованості.  
Рівняння стану цієї САУ матиме такий вигляд:
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  (2.5.2.8)
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Відзначимо особливості матриці коефіцієнтів. 

Всі елементи цієї матриці дорівнюють 0, крім елементів, що розташовані над головною діагоналлю (вони дорівнюють 1) і елементів останнього рядка. В останньому рядку знаходяться коефіцієнти характеристичного рівняння САУ із знаком мінус.

З  урахуванням закону управління Рівн.( 2.5.2.2) ми в змозі член 
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матриці 
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Матриця коефіцієнтів замкненої системи 
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тоді матиме такий вигляд:
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Ця матриця є характерною для канонічної форми керованості, тому характеристичне рівняння замкненої САУ матиме такий вигляд:
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Дорівнюючі у Рівн.(2.5.2.5) і Рівн.(2.5.2.10) при однакових ступенях 
[image: image43.wmf]s

, ми отримуємо:
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Останнє рівняння є загальне рішення задачі синтезу шляхом розміщення полюсів для САУ із одним входом і одним виходом – SISO, але для цього потрібно, щоб модель САУ відповідала канонічній формі керованості. 

Але цю вимогу трудно виконати, оскільки:

- перемінні стану цієї моделі звичайно не відповідатиме природним перемінним стану реальної САУ:

- перемінні стану САУ у канонічній формі можуть бути недоступними для виміру.

Формулу Аккермана засновано на перетворенні подібності, котре переводитиме задану модель довільної структури у канонічну форму керованості, після цього за допомогою Рівн. (2.5.2.11) визначаються шукані коефіцієнти 
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K

. Потім отримане рішення знову перераховується до початкової структури.
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де 
[image: image48.wmf]()
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- матричний поліном, який визначається шляхом використання коефіцієнтів бажаного характеристичного рівняння: 
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Приклад 1.
Розглянемо проблему синтезу положенням супутника.


[image: image50]
Мал.5. Структурна схема системи для керування супутником.

[image: image51]
Мал.6. Схема моделювання положенням супутника.
Оскільки супутник має передаточну функцію 
[image: image52.wmf]2
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 (див. Мал.4). 
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Нехай бажане характеристичне рівняння САУ матиме такий вигляд:
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Для находження матриці К використаємо формулу Акермана.
Вхідний сигнал згідно із Рівн. Є таким:
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Рівняння стану для замкненої САУ матиме такий вигляд:
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Таким чином ми отримуємо рівняння стану замкненої САУ:
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де 
[image: image59.wmf]f
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 - матриця коефіцієнтів замкненої САУ:
Характеристичне рівняння замкненої САУ матиме такий вигляд:
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Припустимо, що корені характеристичного рівняння розташовані у точках 
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Тоді ми отримуємо такий вираз для бажаного характеристичного рівняння САУ:
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Таким чином, ми отримуємо: 
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2.5.3. Керованість і спостережність.

Керованість є важливою властивістю САУ, і ця властивість є дуже важливою при вирішенні багатьох проблем, таких як стабілізація нестійких САУ за допомогою зворотного зв”язку і оптимальному управлінні.

Керованість і спостережність є двома аспектами однієї проблеми.

А. Керованість.

Лінійна стаціонарна САУ 
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   (2.5.3.1)
називається керованою, якщо можна знайти деякий вхідний сигнал 
[image: image65.wmf]()
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, який переводитиме САУ із початкового стану 
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у початок координат простору станів 
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Приклад 2.


[image: image69]
Мал.7. Орієнтований граф некерованого процесу. 

Вхідний сигнал 
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впливає тільки на перемінну стану 
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, тому перемінна стану 
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 є некерованою, і процес у цілому є повністю некерованим. 

Рішення рівняння стану має такий вигляд:
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де 
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 - перехідна матриця стану (матриця переходу, фундаментальна матриця).
Для досягнення керованості у Рівн.(2.5.3.1) необхідно мати таку функцію 
[image: image75.wmf]()
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, яка задовольнятиме наступній умові:
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де 
[image: image77.wmf]0
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матиме кінцеве значення.

Можна довести, що ця вимога виконується, якщо матриця
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має зворотну собі матрицю.
Б. Спостережність.

Лінійна стаціонарна САУ (Рівн.(2.5.3.1)) є такою, що спостерігається, якщо ми маємо можливість визначити початкове значення 
[image: image79.wmf](0)
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згідно із значеннями вихідної функції 
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 - кінцевий час.
Приклад 3. 


[image: image82]
Мал.8. Орієнтований граф процесу, який не спостерігається. 

Перемінна стану 
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не пов”язана із вихідною перемінною 
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. Таким чином, якщо ми виміряємо 
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, тоді ми в змозі визначити 
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, тому цей процес є таким, що не спостерігається. 

Із Рівн.(2.5.3.1) і Рівн.(2.5.3.2) ми отримуємо таке:
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Таким чином, якщо відомі 
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 - кінцевий час, тоді САУ є такою, що спостерігається, якщо це рівняння можна вирішити відносно 
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Можна довести, що САУ є такою, що спостерігається, якщо матриця
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матиме собі зворотну. 

Приклад 4.

Розглянемо наступну САУ:

[image: image95]
Мал.9. Орієнтований граф САУ. 
Використовуючи орієнтований граф, ми в змозі записати рівняння стану для цієї САУ:
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Аналіз керованості:

[image: image97.wmf]11014

00050;

50505

K

ABK

K

-

éùéùéù

êúêúêú

==

êúêúêú

êúêúêú

-

ëûëûëû



[image: image98.wmf]2

11044

00000;

50555

KK

ABAAB

KK

--

éùéùéù

êúêúêú

===

êúêúêú

êúêúêú

--

ëûëûëû



[image: image99.wmf]2

144

500;

055

BABAB

-

éù

êú

éù

=

ëû

êú

êú

-

ëû


Детермінант матриці =0, і не існує зворотної матриці, таким чином САУ є некерованою.

Аналіз спостережності.
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Детермінант матриці =25, отже, зворотна матриця існує, і, таким чином, САУ є такою, що спостерігається.

Програми Matlab6.5:
A=[-1 1 0;0 0 0;5 0 -5];

B=[1;5;0];

Co=ctrb(A,B)

det(Co), pause

A=[-1 1 0;0 0 0;5 0 -5];

C=[0 0 1];

Ob=obsv(A,C)

det(Ob), pause
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