Лекція 1.2.

Методика складання диференціальних рівнянь САУ. Процедура лінеаризації.

Рішення рівняння САУ. Перехідні і сталі процеси.

Частотні характеристики САУ.
Логарифмічні частотні характеристики САУ.

Зв”язок між перехідною характеристикою, функцією ваги і передаточною функцією.
1.2.1. Методика складання диференціальних рівнянь САУ. Процедура лінеаризації.

    Будь-яка САУ має елементи, які з’єднаються за допомогою функціональних зв’язків. 

Складання диференціальних рівнянь САУ починається зі складання диференціальних рівнянь їх елементів (ланок). Рівняння окремих ланок складаються на основі фізичних законів, які характеризують процеси, які відбуваються у цих ланках. 
    Більшість реальних САУ мають нелінійні характеристики. Але для зручності при проведенні математичного аналізу ми заміняємо нелінійне диференційне рівняння ланки приблизно лінійним. Процес заміни нелінійного диференційного рівняння ланки лінійним

називається лінеаризацією. У загальному випадку лінеаризація проводиться при малих відхиленнях вхідних і вихідних величин відносно деякого сталого стану елемента (ланки). Ми вважаємо малим відхиленням перемінних величин від стану рівноваги, яке досліджується, таке достатньо мале відхилення, при якому ми можемо віднести цю ланку (елемент) до лінійної. Метод лінеаризації можна використовувати, якщо функція поблизу стану рівноваги, яке досліджується, є аналітичною. Цей метод не можна використовувати, якщо ми маємо функції, які відносяться до рівнянь динаміки ланок і мають розрив безперервності у стані рівноваги, яке досліджується. Це пов’язано з тим, що у цьому випадку відсутні часткові похідні і неможливо скласти ряд Тейлора. 

     Ми маємо деяку статичну характеристику елемента (ланки) САУ. Процес лінеаризації зводиться до заміни нелінійної характеристики 
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або заміни кривої 
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дотичної прямою у точці (
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),  яка відповідає сталому стану роботи ланки.
Нехай фізичні процеси ланки описуються нелінійним рівнянням
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У сталому стані 
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, тому наступне рівняння буде визначати статичну характеристику ланки:
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Мал.1. Процес лінеаризації.

Тоді ми маємо наступні рівняння:


[image: image11.wmf]0

ВИХВИХВИХ

X

ХХ

=+D

;

[image: image12.wmf]0

ВХВХВХ

X

ХХ

=+D

;

де
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- малі відхилення координат 
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 від їх сталого значення.

Тоді рівняння у відхиленнях буде мати наступний вигляд:
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Ряд Тейлора від лівої частини Рівн.(1.2.1.3) описується наступним рівнянням:
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     У Рівн.(1.2.1.4) його члени обмежені відхиленнями 
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, а також їх похідними 1-го та 2-го ступеня. Часткові похідні є деякі числа, величина яких залежатиме від виду функції 
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      Враховуючи прийняті допущення відносно малих величин відхилення координат 
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є аналітичною для всіх аргументів поблизу точки 
[image: image23.wmf]00

,

ВИХВХ

X

Х

. У зв”язку з наведеним ми можемо відкинути (не враховувати) члени, які містять відхилення 
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 та їх похідні у степені вище 1-оїо, таким чином ми отримуємо лінеаризоване диференційне рівняння з постійними коефіцієнтами:
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де:
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    Нелінійні статичні характеристики, які лінеаризуються за допомогою розкладення у ряд Тейлора, називаються несуттєво нелінійними характеристиками. Розривні характеристики, які не підлягають розкладенню у ряд Тейлора, називаються суттєво нелінійними.

     Отримав лінеаризовані окремих ланок САУ, ми маємо можливість отримати диференційне рівняння замкненої САУ у вигляді:
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де:
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- вихідний сигнал;
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- вхідний вплив (сигнал);
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- сигнал збурення;
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 - постійні коефіцієнти, які залежатиме від параметрів САУ.

     Права частина Рівн.(1.2.1.6) визначає вхідну дію. Ліва частина цього рівняння у разі її нульового значення, визначає властивості самої САУ, її вільний рух. Порядок рівняння n визначає число ступенів свободи САУ. Для всіх САУ порядок лівої частини завжди вище порядку правої частини, тобто 
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      З урахуванням перетворення Лапласа ми можемо записати Рівн.(1.2.1.6) у наступному вигляді:
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Якщо 
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Ми можемо ввести наступні позначки операційних поліномів:
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Тоді Рівн.(1.3.1.7) матиме наступну форму:
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    Для лінійної САУ вхідні впливи 
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можна врахувати окремо відповідно до принципу суперпозиції:
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    Поведінка САУ визначається:

· її структурою (яка обумовлена видом характеристичного рівняння 
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або її полюсами – коренями рівняння 
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· характером вхідних впливів, які визначаються поліномами
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або їх нулями – коренями вказаних поліномів.
     Таким чином, для визначення властивостей САУ необхідно розрахувати корені наступних рівнянь:
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      Визначив нулі та полюси на комплексній площі, а також їх порядок, ми матиме можливість розрахувати параметри стійкості, а також якість перехідного процесу САУ.
      Згідно з Рівн.(1.2.1.9) передаточна функція матиме наступний вигляд:
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      Якщо замінити оператор 
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 на частотний 
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 оператор отримуємо частотну передаточну функцію:
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1.2.2. Рішення рівняння САУ. Перехідні і сталі процеси.

    Рішення неоднорідного диференційного рівняння одномірної САУ буде складатися із 2-х складових: 

· загального рішення однорідного диференційного рівняння -
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 , яке визначає вільний рух САУ або її перехідний процес;

· часткове рішення неоднорідного рівняння -
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, яке визначає змушений рух САУ.
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A. Загальне рішення.

    Інтеграл однорідного диференційного рівняння 
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 визначає вільний рух САУ, який залежить від динамічних властивостей САУ, тобто це є рух, який вона виконує після того, як вона була виведена із стану рівноваги деяким вхідним впливом після зникнення цього впливу.
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де:
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- корени характеристичного рівняння САУ 
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 - довільні константи інтегрування, які визначаються початковими умовами.

     Таким чином, Рівн.(1.2.2.2) визначає перехідний процес -  вільний рух САУ.

Лінійна САУ, яка має перехідний процес, який загасає протягом часу, називається стійкою САУ відповідно до умови:
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[image: image64.emf]
Мал.2. Перехідні характеристики стійких і нестійких САУ.

      Якщо вимога (1.3.2.3) не виконується, тоді ми отримуємо нестійку САУ, яка має перехідний процес, який не загасає протягом часу.

B. Часткове рішення – складова змушеного руху САУ.

2-га складова загального рішення диференційного рівняння САУ визначає змушений рух і її поведінку у сталому режимі.

Ми вважаємо, що вплив, який змушує, є гармонійною функцією:
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де:
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- кругова частота коливань;
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- період коливань;
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 - фазовий зсув.

Ми також вважаємо, що фазовий зсув дорівнює 0, тоді ми маємо:
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Але гармонійний вплив може розглядатися як суму двох експонентних :
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Ми можемо використати формулу Ейлера для опису цих експонент:


[image: image71.wmf]1

sin();

2

zizi

zee

i

-

=-



[image: image72.wmf]1

cos();

2

zizi

zee

-

=+



[image: image73.wmf]0

1

()exp();

2

A

ftjt

w

=

  (1.2.2.7)


[image: image74.wmf]0

2

()exp();

2

A

ftjt

w

=-

  (1.2.2.8)

Тоді ми отримуємо:
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Ми можемо представити часткове рішення як суму 2-х складових:
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В подальшому за рахунок використання принципу суперпозиції для визначення реакції САУ на окремі вхідні впливи 
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 - таким чином ми отримуємо суму 2-х рішень згідно з Рівн.(1.2.2.10).

Часткове рішення будемо шукати згідно з наступним виразом:
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Підставляючи Рівн.(1.2.2.7) і (1.2.2.12) у Рівн.(1.2.1.8), ми отримуємо:
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Звідки ми отримуємо частотну передаточну функцію:
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де:
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- дійсна складова частотної передаточної функції; 
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- уявна складова частотної передаточної функції;
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де:


[image: image89.wmf]()
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- амплітудно-частотна характеристика САУ;


[image: image90.wmf]()

jw

- фазово-частотна характеристика САУ.

[image: image91]
Мал.3. Дійсна і уявна складові (
[image: image92.wmf]()
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, 
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) частотної передаточної функції САУ.

Якщо 
[image: image94.wmf]w

 змінюється, тоді кінець вектора 
[image: image95.wmf]()
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виписує годограф амплітудно-фазової характеристики САУ.

Тоді ми можемо визначити вираз для складових вимушеного руху САУ:
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 Використовуючи принцип суперпозиції, ми в змозі отримати загальний вираз для змушеного руху:
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    Рівн.(1.3.2.20) показує, що вимушені коливання, які виникають у лінійній САУ під впливом гармонійного вхідного сигналу, є також гармонійною функцією часу, яка відрізняється від вхідного впливу за амплітудою і фазою.

1.2.3. Частотні характеристики САУ.

А. Діаграма Найквиста.
      Амплітудно-фазово-частотна характеристика – це частотний годограф, який ми отримуємо згідно з траєкторією, яку виписує кінець вектору, який відповідає частотній передаточній функції САУ 
[image: image99.wmf]()()()

WjPjQ

www

=+

, коли кругова частота 
[image: image100.wmf]w

 змінюється від 0 до 
[image: image101.wmf]¥

. При цьому: 

· значення 
[image: image102.wmf]()
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 відображаються на дійсній вісі 
[image: image103.wmf]S

площини;

· значення 
[image: image104.wmf]()
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 відображаються на уявні вісі 
[image: image105.wmf]S

площини;

· для кожного значення 
[image: image106.wmf]i

w

  маємо окрему точку згідно з величинами 
[image: image107.wmf]()
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;

· отримані точки складають амплітудно-фазово-частотну характеристику САУ. 

    Амплітудно-фазово-частотна характеристика може бути збудована для позитивних, а також для негативних значень кругової частоти 
[image: image109.wmf]w

. Зміна знаку кругової частоти 
[image: image110.wmf]w

 призведе до побудови сполученої амплітудно-фазово-частотно характеристики (яка зображена пунктирною лінією).
     Сутність позитивних і негативних значень кругової частоти 
[image: image111.wmf]w

 може бути роз’яснена з використанням перетворення Фур”є:
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[image: image113]
 Мал.4. Амплітудно-фазово-частотна характеристика САУ.  

    За рахунок використання перетворення Фур”є ми в змозі перетворити оригінальну часову функцію 
[image: image114.wmf]()

xt

у частотну функцію 
[image: image115.wmf]()
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w

. Це означає, що часова функція представлена нескінченою сумою векторів з нескінченно малими амплітудами і різними круговими частотами 
[image: image116.wmf]w

, які обертаються на комплексній S-площині. 
Вказана сума може бути отримана з використанням зворотного перетворення Фур”є:
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де 
[image: image118.wmf]c

- абсциса абсолютної збіжності.

    Оскільки часова функція є дійсною, тоді кожному елементарному вектору 
[image: image119.wmf]()
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, який обертається проти годинникової стрілки (
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), повинен відповідати  кожний елементарний сполучений вектор
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 , який обертається за годинниковою стрілкою (
[image: image122.wmf]0
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). У цьому випадку сума цих векторів буде завжди дійсною у будь-який момент. Тому процедура інтеграції за рахунок використання зворотного перетворення Фур”є повинна виконуватися у всьому частотному діапазоні від -
[image: image123.wmf]¥

 до +
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. 

     Ви маєте можливість ознайомитись з процедурою побудови амплітудно-фазово-частотної характеристики САУ за рахунок використання відповідної програми “nyquist” Matlab:

H = tf([100],[0.1 1.1 1])

nyquist(H)

Transfer function:

        100

-------------------

0.1 s^2 + 1.1 s + 1

    Частотні характеристики САУ можуть бути побудовані експериментально. Для цього необхідно надати на вхід САУ, що досліджується, гармонійний сигнал з постійною амплітудою і змінною частотою 
[image: image125.wmf]w

.
    Згідно з Рівн.(1.2.2.20) ми отримуємо вихідний сигнал у вигляді гармонійних змушених коливань, які відрізняються від вхідного сигналу за амплітудою і фазою. В результаті проведених досліджень ми в змозі побудувати (
[image: image126.wmf]w

 змінюється від 0 до 
[image: image127.wmf]¥

):

· амплітудно-частотну характеристику;

· фазово- частотну характеристику.

      Якщо САУ були б „ідеальними” низькочастотними фільтрами, які дозволяють відтворити будь-який вхідний сигнал без спотворення, тоді ми мали б характеристики згідно з Мал.4.A. Частотний діапазон, який дозволяє відтворити вхідний сигнал без спотворення, визначається частотною смугою перепускання САУ - 
[image: image128.wmf]FB
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. 
     Але реальні системи мають характеристики, які зображені на Мал.4 B. Звичайно, 
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 для САУ з необхідними характеристиками. Matlab6.5 має особу програму – “bandwidth”, яка розраховує частотну смугу перепускання. Програма fb = bandwidth(sys) розраховує частотну смугу перепускання fb для моделі SISO model sys, яка визначається як перша частота, при якій посилення САУ знижується нижче 70.79% (-3 dB) від її початкового значення, коли 
[image: image131.wmf]0
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 - DC gain). Частота fb визначається у рад/с. 
    Таким чином, використовуючи частотні характеристики САУ, ми в змозі визначити якість відтворення вхідного сигналу при різних частотах.
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 Мал.4. Частотні характеристики САУ (A-ідеальні; B-реальні).  

    Ми можемо також використати логарифмічні характеристики, які дозволяють істотно спростити аналіз та синтез складних САУ.

1.2.4. Логарифмічні частотні характеристики.

    Основна перевага логарифмічних частотних характеристик зумовлена можливістю побудови характеристик САУ практично без розрахунків. Коли передаточна функція САУ представлена у вигляді операції перемноження ланок, тоді еквівалентна частотна характеристика може бути визначена як сума ординат логарифмічних амплітудно-частотних характеристик, які відносяться до окремих ланок САУ.

    Часто ми маємо можливість збудувати так-звану асимптотичну амплітудно-частотну характеристику, яка містить множину сегментів прямих ліній, які є кратними 20dB/декаду. 

    Дуже зручно використовувати десятинний логарифм і будувати окремо:

· логарифмічну амплітудно-частотну характеристику;

· логарифмічну фазово-частотну характеристику.

A. Логарифмічна амплітудно-частотна характеристика.
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Ця величина виражена у децібелах.

Bel – це логарифмічна величина, яка відповідає 10-кратному підвищенню потужності:

1 bel 
[image: image134.wmf]Þ

 10-кратне збільшення;

2 bels 
[image: image135.wmf]Þ

 100- кратне збільшення;

3 bels
[image: image136.wmf]Þ

 1000- кратне збільшення …

1 decibel = 0.1 bel.
     Оскільки 
[image: image137.wmf]()
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 відноситься до відношення вихідних і вхідних величин (рухів, переміщень, швидкостей, напруг, струмів …тощо, але не потужностей!), тоді 10-кратне збільшення цього відношення відноситься до 100- кратного збільшення відношення потужностей, тобто воно відповідатиме 2 bel або 20 dВ!

     Тому ми бачимо множник 20 у правій частині (1.2.4.1).

1 bel 
[image: image138.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image139.wmf]20
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- кратна зміна амплітуди (це відносно мала величина).
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Примітка.

Логарифмічні характеристики можуть бути побудовані тільки для ланок, чиї передаточні функції є безрозмірними величинами – це можливо, коли ми маємо такий ж самий розмір для вихідного в вхідного сигналів.


[image: image141]
Мал.5. Частотна шкала.
     Ми відкладаємо на шкалі Y значення 
[image: image142.wmf]()
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, які виражені у dB, використовуючи рівномірну (пропорційну) шкалу.

Ось Y може перетинати шкалу X (частотну) у будь-який точці (оскільки точка 
[image: image143.wmf]0
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 розміщена на осі X зліва у галузі нескінченості: 
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Ось абсцис повинна пройти через точку 0 dB на осі Y, що відноситься до 
[image: image145.wmf]()1
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, оскільки 
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.

Ось X є частотною шкалою і побудована відповідно до логарифмічної частотної шкали. Одна одиниця приросту логарифму відноситься до 1 декади (тобто до 10-кратного збільшення частоти).


[image: image147]
Мал.6. Логарифмічна амплітудно-частотна характеристика.
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Цей випадок відноситься до прямої лінії, яка паралельна осі X (лінія 1) на відстані 
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Цей випадок відноситься до лінії 2.

Ми маємо можливість визначити параметри цієї прямої лінії:

· якщо 
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, то вона проходить через ординату 
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· ця лінія має негативний нахил 
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, оскільки кожне 10-кратне зростання частоти підвищує 
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 на 1, тобто зменшує 
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на 20dB. 

Точка перетину цієї лінії з віссю X може бути визначена згідно з наступною умовою:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image159.wmf]1
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Ця точка перетину дозволяє визначити так-звану частоту зрізу (crossover frequency )
[image: image160.wmf]CO
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3. 
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  (1.4.1.4) 

Логарифмічна характеристика є пряма лінія з нахилом 
[image: image162.wmf]40/
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(лінія 3).

У загальному випадку:

Якщо 
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, тоді ми маємо пряму лінію з нахилом 
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Для побудови прямої ліні за допомогою 2-х точок:

· при 
[image: image165.wmf]1

w

=

;
[image: image166.wmf]()20lg;

n

LK

w

=


· частота зрізу: 
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Частота зрізу для n=2 (лінія 3): 
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  (1.4.1.5)
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(лінія 4).

Ця логарифмічна характеристика є пряма лінія, яка походить через 2 точки:

- 
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 з позитивним нахилом 
[image: image172.wmf]20/

dB

декаду

+

;

- Частота зрізу 
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У загальному випадку:
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 логарифмічна характеристика є пряма лінія з позитивним нахилом 
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Ця лінія може побудована за допомогою 2 точок:

-  
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 з позитивним нахилом 
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- частота зрізу 
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B. Логарифмічна фазово-частотна характеристика.

Ось X (частотна шкала) така ж сама, як для побудови логарифмічної амплітудно-частотної характеристики.

Фаза у градусах відкладається на осі Y – пропорційна шкала.

З практичної точки зору зручно об”єднати точку 0 db логарифмічної амплітудно-частотної характеристики з значенням фази 
[image: image180.wmf]0
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Приклад 1.

Розглянемо наступну ланку з передаточною функцією:
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Логарифмічна фазово-частотна характеристика цієї ланки зображена на Мал Fig.3.


[image: image182]
Мал.7. Логарифмічна фазово-частотна характеристика.

Matlab6.5 дає можливість збудувати за допомогою прoграми Bode:

· логарифмічну амплітудно-частотну характеристику;

· логарифмічну фазово-частотну характеристику.

C. Логарифмічна амплітудна-фазова характеристика (Nichols diagram).

Ми можемо використовувати логарифмічну амплітудна-фазову характеристику:

· Ось Y- амплітудна шкала – magnitude (розмірність у dB);

· Ось X- фаза у градусах.

Ви можете побачити червоний хрест у точці з наступними координатами (0 dB; 
[image: image183.wmf]0
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).

У подальшому Ви побачите, як можна використати цю характеристику для визначення показників стійкості САУ.
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[image: image184]
Мал.8. Логарифмічна амплітудна-фазова характеристика (Nichols diagram).

1.2.5. Зв”язок між перехідною характеристикою
[image: image185.wmf]()
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, функцією ваги
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    По-перше, необхідно визначити закон, який, у свою чергу, дозволить визначити вхідний сигнал у загальній формі.

Ми можемо використати для цього часову періодичну функцію, яку можна розкласти у ряд Фур”є:
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 - інтервал декомпозиції;

k – порядок гармоніки;
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- кругова частота. 

   Але аперіодична функція може бути розглянута як періодична з періодом, який наближується до нескінченості.

У цьому випадку ми можемо використати 2 рівняння інтегралів Фур”є для зв”язку між оригінальною часовою функцією
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 і її частотним зображенням
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     Але рівняння інтегралів Фур”є мають наступний дефект – вони належать до так званих невласних інтегралів і можуть бути використані для так званих абсолютно інтегруємих часових функцій, які повинні відповідати наступному виразу:
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У зв”язку з наведеним більш зручно використати перетворення Лапласа, яке з”єднує оригінальну функцію і її зображення через наступні інтегральні рівняння:
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де:
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 - комплексна перемінна;

c – абсциса абсолютної збіжності.

При цьому 
[image: image200.wmf]()

ft

=0 якщо 
[image: image201.wmf]0.

t

<

 

Абсциса абсолютної збіжності може бути обрана з урахуванням наступної нерівності:
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Оскільки для більшості функцій, які використовуються в ТАУ ця абсциса c=0, тому перетворення Лапласа може перейти у перетворення Фур”є після підстановки 
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Нарешті ми можемо отримати наступне рівняння:
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де 
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- корени характеристичного рівняння САУ.
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вхідного сигналу у формі 
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-функції дорівнює 1.

Тому функція ваги (імпульсна перехідна функція) дорівнює:
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де:
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- зображення прямого перетворення Лапласа;
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 - зображення зворотного перетворення Лапласа.

Перехідна характеристика можна отримати з використанням Рівн.(1.2.5.7):
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де 
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- перетворення Лапласа одиничної ступеневої функції:
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Приклад 2.

Розглянемо наступну передаточну функцію:
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[image: image216]
Fig. 5. Перехідна характеристика і функція ваги для Приклада 2.

Приклад 3. 

Розглянемо САУ з наступною передаточною функцією:
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Згідно з Рівн.(1.2.5.8)
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З урахуванням Таблиці зворотного перетворення Лапласа ми отримуємо:
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Таким чином ми отримуємо:
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З урахуванням Таблиці зворотного перетворення Лапласа ми отримуємо:
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