Лекція 1.5.
Загальне поняття щодо стійкості САУ.

Алгебраїчні критерії стійкості.

Критерій Найквіста. 

Критерій Михайлова.

Інженерні методи визначення запасів стійкості за модулем і фазою.

1.5.1. Загальне поняття щодо стійкості САУ.

Аналіз САУ включає 3 етапи:

· аналіз стійкості;

· поведінка САУ у перехідному режимі;

· поведінка САУ у сталому режимі.
САУ розглядається як стійка, якщо її реакція на будь-який обмежений сигнал є абсолютно інтегруєма функція.

Що стосується лінійних САУ, то аналіз стійкості зводиться до положення полюсів передаточної функції замкненої САУ
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де:
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 - характеристичне рівняння, корени якого є полюсами замкненої САУ;
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 - нулі передаточної функції;
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- полюси передаточної функції на початку координат;
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 - полюси передаточної функції на дійсної осі;
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 - пари комплексно-сполучених полюсів;

Реакція САУ на імпульсний вхідний сигнал (якщо 
[image: image9.wmf]N

=0) визначається наступним рівнянням:
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де:
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 - константи, які залежатимуть від параметрів САУ.

Корені характеристичного рівняння можуть бути:

1. Дійсними.
Якщо один із коренів є дійсним і негативним (
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), тоді вираз
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зменшується, якщо 
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Якщо 
[image: image16.wmf]11

sa

=+

, тоді ми отримуємо не загасаючий, а зростаючий (за амплітудою коливань) перехідний процес.

2. Комплексними.

Комплексні корені бувають попарно сполученими, тобто 
[image: image17.wmf]1,2
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. У цьому випадку складові, які визначаються цими коренями, можуть бути представлені у наступному вигляді:
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У цьому випадку ми маємо загасаючі коливання.

Але у випадку, якщо 
[image: image19.wmf]1,2
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, тоді ми матиме не загасаючий, а зростаючий (за амплітудою коливань) перехідний процес.

3. Чисто уявними.

У цьому випадку 
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 і ми отримуємо перехідний процес, який не загасає:
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тобто коливання з постійною амплітудою (приклад – так звана „консервативна ланка).

Таким чином, для забезпечення загасання перехідного процесу необхідно, щоб дійсні частини коренів характеристичного рівняння були негативними. Це відноситься як до дійсних, так і комплексних коренів. 

Якщо хоча б один корінь характеристичного рівняння матиме позитивну дійсну частину, тоді перехідний процес матиме зростаючу амплітуду коливань і ця САУ буде нестійкою.


[image: image22]
Мал.1. Розташування коренів на S-площині.

Корені характеристичного рівняння САУ можна представити у вигляді точок на комплексній S-площині.

Для забезпечення стійкості лінійної САУ необхідно і достатньо мати корені зліва від уявної осі. 

Якщо хоча б один корінь характеристичного рівняння з’явиться справа від уявної осі, тоді САУ буде нестійкою.

Таким чином, уявна вісь є граничною лінією у площині коренів, за яку не повинні переходити корені характеристичного рівняння.
Вся ліва півплощина є при цьому галуззю стійкості.
Щоб мати обмежену реакцію, необхідно мати всі полюси у лівій половині S-площини.

Таким чином, необхідною і достатньою умовою стійкості замкненої САУ є наявність
у всіх полюсів негативної дійсної частини.

Якщо не всі ці полюси розташовані у лівій половині S-площини, тоді ми вважаємо цю САУ нестійкою. 
Ви маєте у розпорядженні функцію “pole/zero (Matlab”, розділ Лінійний аналіз), яка в змозі допомогти Вам визначити положення нулів та полюсів передаточної функції.
Перетворення стійкої САУ у нестійку буде у тому випадку, коли хоча б один корінь характеристичного рівняння або пара комплексних коренів перейдуть із лівої півплощини у праву.

Межею переходу буде так звана межа стійкості САУ.

САУ буде знаходиться на межі стійкості за умови наявності:

1. Нульового кореня.

У цьому випадку корінь попадає на межу стійкості, тобто на початок координат (
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). Це означає, що у Рівн. (1.2.1.8)
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вільний член 
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 і ця система буде стійкою не відносно величини 
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 матиме довільні значення. Таку САУ вважають нейтрально стійкою.

2. Пари чисто уявних коренів.

Обидва корені розташовані на уявній осі. У цьому випадку ми отримуємо гармонійні коливання з постійною амплітудою, які не загасають.
3. Нескінченого кореня.

Нарешті, дійсний корінь може з’явитися із лівої півплощини у праву, за рахунок переходу через нескінченність. Така межа стійкості є досить рідкою, тому ми будемо розглядати тільки 1 і 2 випадки.  
Як Вам було раніше доведено, жодна реальна САУ не є строго лінійною.
Лінійні характеристики ланок і лінійні диференційні рівняння отримуються за рахунок лінеаризації реальних характеристик і рівнянь. 

Але при розкладанні у ряд Тейлора ми залишаємо лінійні члени і відкидаємо члени вищих порядків, які вважаються зневажливо малими.

Для обґрунтування такої процедури лінеаризації застосовуються теореми Ляпунова.

1. Якщо характеристичне рівняння лінеаризованої САУ мають всі корені з негативними дійсними частинами, тоді реальна САУ буде також стійкою, тобто малі нелінійні члени не можуть порушити стійкість САУ.

2. Якщо характеристичне рівняння лінеаризованої САУ матиме хоча б один корінь з позитивною дійсною частиною, тоді реальна САУ буде також нестійкою, тобто малі нелінійні члени не можуть зробити цю САУ стійкою.

3. При наявності нульових і чисто уявних коренів поведінка реальної САУ не завжди якісно буде визначатися її лінеаризованими рівняннями. При цьому навіть малі нелінійні члени можуть значно змінити характер її перехідного процесу, зробив цю САУ стійкою або нестійкою.  
Приклад 1.

Розглянемо САУ з наступною передаточною функцією:
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САУ є стійкою, оскільки її характеристичного рівняння Q(s)=(s+1)(s+2)=0 має корені: 
s= -1, s= - 2 (які розташовані у лівій півплощині s-площини). Рівняння вільних коливань має такі складові: k1 exp(-t);  k2 exp(-2t).

Приклад 2.

САУ має наступну передаточну функцію: 
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Ця САУ є нестійкою, оскільки один із полюсів (s =3) розташовано у правій півплощині s-площини. Рівняння вільних коливань має такі складові: 

k1 exp(- t);  k2 exp(3t); k3 exp(- 4t). САУ є нестійкою, оскільки один член рівняння вільних коливань k2 exp(3t) забезпечує нескінченно зростаючу амплітуду коливань.

Для визначення полюсів передаточної функції можна використати наступну програму MATLAB: 

p = [1 2 -11 -12];

r = roots (p)

Приклад 3.

САУ має наступну передаточну функцію: 


[image: image32.wmf]1

)

(

2

+

=

s

s

s

W

;

Вона знаходиться на межі стійкості, оскільки має сполучені полюси s=±j. 

Рівняння вільних коливань має форму k*sin(t+θ), амплітуда яких є обмеженою.

Але у випадку вхідного сигналу r(t)=sin(t) вихідний сигнал буде таким:
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С(t)=t*sin(t) –  отримуємо функцію, яка нескінченно зростає. 

1.5.2. Алгебраїчні критерії стійкості.

Лінійна стаціонарна (linear time-invariant – це САУ, характеристики якої не залежатиме від часу) є стійкою, якщо корені її характеристичного рівняння розташовані у лівій половині комплексної s-площини. 
Розглянемо характеристичне рівняння САУ:
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Ми в змозі записати це рівняння у наступному вигляді:
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Таким чином, ми отримали:


[image: image38.wmf]()(

n

nn

Asasa

=-

сума всіх коренів)
[image: image39.wmf]1

(

n

n

sa

-

+

сума добутків всіх коренів узятих

по два)
[image: image40.wmf]2

(

n

n

sa

-

-

сума добутків всіх коренів узятих по три) 
[image: image41.wmf]3

...

n

s

-

+



[image: image42.wmf]123
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Аналіз Рівн. (1.5.2.3) показує, що якщо всі корені розташовані у лівій півплощині, тоді всі коефіцієнти характеристичного поліному повинні мати один і той же знак.

Не обходимо також, щоб всі коефіцієнти були відмінними від нуля.
Але ці умови є лише необхідними, але недостатніми. 

Критерій Рауса-Гурвіца дає необхідну і достатню умову стійкості САУ.

Цей критерій базується на упорядкуванні коефіцієнтів характеристичного рівняння:
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у вигляді таблиці.
Коефіцієнти Рівн.( 1.5.2.5) формується згідно з наступним правилом:

	sn
	an an-2 an-4

	sn-1
	an-1 an-3 an-5

	sn-2
	bn-1 bn-3 bn-5

	sn-3
	cn-1 cn-3 cn-5

	…
	… … …

	s0
	bn-1


де:
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тощо. Алгоритм розрахунку елементів таблиці можна збудувати на основі визначника або на основі виразу для 
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Критерій Рауса-Гурвіца стверджує, що число коренів поліному 
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 з позитивною дійсною частиною дорівнює числу змін знака у першому стовпці таблиці Рауса.
Цей критерій також вимагає, що для стійкої САУ у першому стовпці таблиці Рауса не було змін знака. 
Приклад 4.

Випадок 1.

У першому стовпці немає жодного нульового елемента. 

Розглянемо САУ 2-го порядку.
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Таблиця Рауса:

	s2
	a2 a0

	s1
	a1 0

	s0
	b1 0


Where:
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Умова стійкості для САУ 2-го порядку зводиться до умови, щоб всі коефіцієнти характеристичного поліному були позитивними і або негативними.

Приклад 5.

Розглянемо САУ 3-го порядку.
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Таблиця Рауса:

	s3
	a3 a1 

	s2
	a2 a0 

	s1
	b1 0

	s0
	c1  0


Where:
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Умова забезпечення стійкості:

· всі коефіцієнти позитивні;

· виконання нерівності a2 a1> a0a3. 

Якщо a2 a1 = a0a3, тоді САУ знаходиться на межі стійкості і пара коренів розташована на уявній осі.

Розглянемо наступний поліном:

А(s)= s3 + s2 + 2s + 24=
[image: image54.wmf]);
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	s3
	 1     2 

	s2
	 1       24 

	s1
	-22   0

	s0
	24     0


Оскільки у першому стовпці двічі здійснюється зміна знака, тому 2 кореня виразу А(s) розташовані у правій півплощині S-площини.
Приклад 6. 
Випадок 2.

У першому стовпці є нульовий елемент, але деякі інші елементи рядка, який має нуль у першому стовпці, відрізняються від нуля. 
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	s5
	1   2  11

	s4
	2   4  10

	s3
	ε   6   0

	s2
	c1 10  0

	s1
	b1  0    0

	s0
	10  0   0


де:
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У першому стовпці двічі здійснюється зміна знака завдяки нескінченно великого негативного числа 
[image: image58.wmf]1
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. Таким чином, ця САУ є нестійкою, а 2 корені поліному А(s) розташовані у правій півплощині.
Приклад 7.
Випадок 3.

У першому стовпці є нульовий елемент і всі інші елементи відповідного рядка також дорівнюють нулю. 
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де К – змінний параметр.
	s3
	1            4

	s2
	2            К

	s1
	(8-К)/2   0  

	s0
	К           0


Необхідною умовою забезпечення стійкості САУ: 0<K< 8.
Якщо К=8, тоді ми отримуємо рядок, який складається із нулів.
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Ця САУ знаходиться на межі стійкості.

Приклад 8.
Випадок 4.

Характеристичний поліном має кратні корені на уявній осі.

Якщо корені характеристичного рівняння розташовані на уявній осі і є простими, тоді САУ знаходиться на межі стійкості – перехідна характеристика має гармонійні коливання, що не загасають.

Якщо корені, які розташовані на уявній осі є кратними, тоді реакція САУ буде розбіжною типу  
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. У цьому випадку критерій Рауса-Гурвіца не в змозі визначити показники стійкості.
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	s5
	1   2  1

	s4
	1   2  1

	s3
	ε   ε   0

	s2
	1   1

	s1
	ε    0

	s0
	1


де 
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Ця САУ має перехідну характеристику, яка зростає за законом 
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Ця САУ також має кратні корені на уявній осі.
Характеристичне рівняння N-го порядку має такий вигляд:
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Якщо ми розділімо це рівняння на 
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 введемо нове позначення 
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, тоді ми отримуємо таке нормалізоване рівняння:
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Приклад 9.
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Ми розділімо це рівняння на 
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 і отримуємо таке рівняння:
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Ми отримуємо 
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Ця САУ є стійкою, оскільки 
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Зведена таблиця Рауса-Гурвіца (для нормалізованих значень коефіцієнтів).
	Порядок
	Характеристичний поліном
	Критерій

	2
	s2 + bs + 1=0
	b >0

	3
	s3 + bs2 + cs + 1=0
	bc -1 >0

	4
	s4+bs3+cs2+ds+1=0
	bcd - d2 - b2 >0

	5
	s5+bs4+cs3+ds2+es+1=0
	bcd + b - d2-b2e >0

	6
	s6+bs5+cs4+ds3+es2+fs+1=0
	(bcd+bf-d2-b2e)e+ b2c -bd - bc2f- f2+bfe + cdf >0


Обмеження критерію Рауса-Гурвіца:

1. Критерій є зручним для поліномів низького порядку і він дає показники абсолютної стійкості.

2. Але він є незручним для поліномів високого порядку.

3. Головна вада цього критерію – неможливість визначення показників відносної стійкості і вплив окремих параметрів САУ на її стійкість.

1.5.3. Критерій Найквіста. 

Розглянемо замкнену САУ (див. Мал.2.).

Цей критерій засновано на графічних методах оцінки стійкості САУ.

Нехай 
[image: image76.wmf]()()()
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буде передаточною функцією розімкненої САУ. 


[image: image77]
Мал.2. Структурна схема замкненої САУ.

САУ вважається стійкою, якщо кількість обертів графіка її розімкненої передаточної функції [A(s)] проти годинникової стрілки навколо критичної точки (-1;+j0) для значень перемінної s, які змінюються навколо замкненого контуру С за годинникову стрілку дорівнює числу плюсів функції [A(s)] у правій півплощині s-площини. 

Замкнений контур С охоплює всю праву півплощину s-площини.

[image: image78]
Мал.3. Контур Найквіста.

Критерій Найквіста виходить із Теорії функції комплексного перемінного, яка стверджує:

Якщо функція f(s) є мероморфною від перемінної s, однозначною на межах і усередині простого замкненого контуру С, є також аналітичною і такою, що відрізняється від нуля на межі контуру С, тоді:
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  (1.5.3.1)
де: 

P – число полюсів і  

Z – число нулів функції f(s) усередині контуру C, 

причому нуль або полюс n-ої кратності враховується n разів. 

Для доказу критерію Найквіста ця функція зображується у вигляді виразу [1+A(s)], де A(s) – передаточна функція розімкненої САУ і контур C охоплює всю праву півплощину s-площини.


[image: image80.wmf]1()1

{arg[1()]};

2()2

C

fs

dsAsN

jfs

pp

¢

=D+=

ò

Ñ
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де  N – число обертів графіка функції [1+A(s)] навколо початку координат, якщо перемінна s змінюється уздовж замкненого контуру за годинникову стрілку.
Таким чином, ми маємо: 

N = P – Z ; (1.5.3.3).

Це рівняння можна використовувати для аналізу стійкості САУ.
Для спрощення аналізу замість функції [1+A(s)] ми можемо розглядати графік функції A(s) і у цьому випадку ми повинні рахувати оберти не навколо початку координат, а навколо критичної точки (-1;+j0). 
Звичайно критерій Найквіста використовується у цієї модифікації, а крива, яка будується з урахуванням передаточної функції 
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розімкненої САУ називається діаграмою Найквіста.

Необхідно підкреслити ще раз, що ми використовуємо характеристики розімкненої САУ для визначення показників стійкості замкненої САУ.

Приклад 9.

Повернемось до САУ на Мал.2. 

H(s) = 1;
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Визначаємо передаточну функцію замкненої САУ:
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Ми маємо 3 полюси: 0; -1/ τ1; -1/τ2; 

τ1=1; τ2=1; K=0.5; 1; 1.5;   


[image: image84]
Мал.4. Контур Найквіста для Прикладу 9. 

Для розрахунку діаграми Найквіста ви повинні надрукувати у командному вікні (MatLab6.5):

H = tf([…],[…])

nyquist(H)


[image: image85]
Мал.5. Діаграми Найквіста для Прикладу 9. 

Якщо ми розглянемо отримані діаграми, ми побачимо:

· САУ є нестійкою (K=1.5, годограф Найквіста перетинає дійсну вісь після критичної точки -1;j0);

· САУ є стійкою (K=0.5, годограф Найквіста перетинає дійсну вісь до критичної точки -1;j0);

· САУ на межі стійкості (K=1, годограф Найквіста перетинає дійсну вісь у критичної точці -1;j0).
1.5.4. Критерій Михайлова.

Стійкість САУ можна визначити через форму частотного годографу передаточної функції замкненої САУ.

Ми в змозі представити характеристичний поліном передаточної функції замкненої САУ у наступному вигляді: 
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P(ω)=μ0- ω2μ2+ ω4μ4 - ω6μ6 +…(1.5.4.3.)

Q(ω)= ωμ1- ω3μ3 + ω5μ5 - ω7μ7+ …(1.5.4.4.)

Де P(ω) і Q(ω) – дійсна і уявна частини Рівн.(1.5.4.2).

Змінюючи значення частоти від ω=0 до ω=∞, ми в змозі побудувати частотний годограф характеристичного вектору або годограф Михайлова.
Ми в змозі також написати такі рівняння:

M(jω)=M(ω)exp{jΨ(ω)}; (1.5.4.5.)

де:
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непарна функція.

Ми розглядаємо зміну частоти у діапазоні 
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Мал.6. Приклади годографів Михайлова для стійких САУ.

Оцінка стійкості САУ здійснюється згідно зі зміною аргументу характеристичного вектору: 
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Михайлов довів, що для забезпечення стійкості САУ необхідно і достатньо, щоб характеристичний вектор при зміні частоти у діапазоні від 
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 повернувся у позитивному напрямку, починаючи із позитивної дійсної осі на число квадрантів, яке дорівнює порядку характеристичного рівняння.


[image: image96]
Мал.7. Приклад годографів Михайлова для нестійких САУ (n=4).

Приклад 10.
Ми маємо САУ з наступною розімкненою передаточною функцією:
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де: TY=0.02 s.; Td=0.1 s; K=100 s-1;

M(jω)=K+ jω – ω2(Td+Ty) -  jω3TdTy= P(ω) + jQ(ω);  
P(ω) = K – ω2(Td+Ty)= 100 - ω20.12; 
Q(ω) = ω(1 – ω2TdTy)= ω(1 – ω20.002);
a) якщо K3 <K2 
[image: image98.wmf]®

 САУ є стійкою;

b) якщо K2=60 
[image: image99.wmf]®

 САУ знаходиться на межі стійкості;

c) якщо K1=100
[image: image100.wmf]®

 САУ є нестійкою.

[image: image101]
Мал.8. Зсув годографу Михайлова при зміні значення К.

Для побудови годографу необхідно визначити точки його перетинання з осями P(ω) і Q(ω).
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1-ий корінь: 
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ωv1=0 → P(ωv1) = 100;

2-ий корінь: 1 – ω20.002 = 0→ 
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1.5.5. Інженерні методи визначення запасів стійкості за модулем і фазою.

Критерій Найквіста дозволяє оцінити як абсолютну стійкість САУ, а також показники її відносної стійкості.

Повернемось до Прикладу 9.

Ви отримали 3 діаграми Найквіста:

· для стійкої САУ (К = 0,5);

· для нестійкої САУ (К = 1,5);

· для САУ на межі стійкості (К = 1).


[image: image110]
Fig.7. Діаграми Найквіста для Прикладу 9. 

Запас стійкості за модулем – ця величина визначається при фазовому зсуві (-1800).

Існує лінійна і логарифмічна шкали цього показника.

Лінійна шкала.

Визначається довжина відрізку g на негативній дійсній осі між початком координат (0;0) і точкою перетину діаграмою Найквіста стійкої САУ (при значенні К = 0,5):  g = -0,5. 

У нашому випадку запас стійкості за модулем за лінійною шкалою для цієї САУ складає приблизно 1/g = 2. 
Запас стійкості за модулем за логарифмічною шкалою для цієї САУ складає приблизно
20lg(2)=6,02 dB.
Запас стійкості за фазою (ϕ) –це величина визначається наступним чином. 

Із початку координат поводиться коло одиничного радіусу (R=1) і визначається точка перетину діаграми Найквіста стійкої САУ з цим колом. Із початку координат проводиться пряма лінія до точки перетину. Запас стійкості за фазою визначається як кут, на який необхідно повернути діаграму Найквіста стійкої САУ навколо початку координат до того, поки вона не перетинатиме дійсну вісь. 
Якщо характеристики САУ обрані правильно, тоді запас стійкості за модулем дорівнює 3 (9,54 dB) і більше у комбінації з запасом стійкості за фазою між 300 і 600. (це показує розумну комбінацію характеристик смуги пропускання і стійкості САУ. 
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