Лекція 8: Принципи описання СМО з відмовами у каналах

Основні питання:

1. Додаткові вихідні дані для моделювання СМО з відмовами у каналах.

2. Принципи формального подання потоку заявок та стану каналів у даних СМО.

3. Методики визначення у моделі можливих моментів відмов каналів та часу їх відновлення.

Розглянемо характеристики самих процесів масового обслуговування як тимчасових випадкових процесів.

Насамперед процеси масового обслуговування можуть бути дискретними і безперервними. Цю їхню характеристику варто розглядати в двох аспектах. З одного боку, безлічі станів СМО, а отже, і безлічі реалізацій процесу масового обслуговування можуть бути як безперервними, так і дискретними, а в останньому випадку кінцевими або рахунковими. З іншого боку, час, як параметр процесу, може бути безперервними або дискретним, що визначається властивостями СМО. Ясно, що реальний час, у якому протікають узагалі процеси, безупинно, однак якщо стани досліджуваної СМО можуть змінюватися лише в моменти часу, відділені друг від друга деякими визначеними інтервалами (наприклад, стани ПЕОМ змінюються з тактовою частотою її роботи), то дискретна модель часу виявляється більш зручною. Випадкові процеси з дискретним часом називаються стохастич-ними послідовностями або випадковими ланцюгами.

В даний час найбільш досліджені процеси масового обслуговування з безпере-вним часом і дискретною безліччю станів.

Процеси масового обслуговування можуть бути стаціонарними і нестаціонарними. Стаціонарними називаються випадкові процеси, імовірні характеристики яких не залежать від початку відліку часу. Процеси, що не володіють цією властивістю, називаються нестаціонарними. Нестаціонарність процесу функціонування СМО може бути обумовлена як різними факторами, що обурюють, так і режимом її роботи. Так, у початковий період роботи СМО істотний вплив робить її початковий стан, і процес її функціонування в перехідному режимі нестаціонарним. По мірі віддалення від моменту включення СМО в роботу впливу окремих факторів, що обурюють, врівноважуються і процес поступово входить у стаціонарний режим. 

Наприклад: відразу після відкриття магазина в ньому може скопитися велике число покупців, однак через якийсь час черги частково розсмокчуться й установить- ся режим, при якому середнє число покупців буде залишатися незмінним. Ясно, що протягом дня це число буде мінятися, проте на обмежених відрізках часу його можна вважати практично постійним.

Існують СМО, що постійно знаходяться в нестаціонарному режимі 

Приклад: міський транспорт, телефонні станції, засоби ПВО і т.п.

Однак якщо досліджуються обмежені періоди роботи систем, протягом яких параметри процесів їхні функціонування не міняються, те з метою спрощення аналі-зу протягом зазначених інтервалів часу ці процеси можна вважати стаціонарними 

В процесі масового обслуговування може спостерігатися або відсутня післядія, тобто залежність плину процесу від передісторії. Якщо імовірні характеристики випадкового процесу залежать тільки від його стану в даний момент і від віддалення від нього розглянутих наступних моментів часу, то процес називається процесом з обмеженою післядією або марковськими. Процеси, що не володіють цією властивістю, відносяться до немарковськими. Прикладом: марковських процесів можуть служити так називані процеси з незалежними приростами.

І нарешті важливою характеристикою випадкового процесу являється його ергодичність. Процес називається ергодичним, якщо його середні характери-стики імовірності, визначені по множині реалізацій, в межі дорівнюють відповідним характеристикам, середнім за часом, тобто характеристикам, визначеним по одній реалізації, тривалість якої дорівнює сумі тривалостей множини реалізацій. Процеси, котрі мають суттєво відмінні вказані характеристики, називаються не ергодич-ними.

Схема класифікації процесів масового обслуговування приведена на мал.1.3.6.
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ЧАС ОБСЛУГОВУВАННЯ

Перейдемо до розгляду ще одного дуже важливого поняття теорії масового обслуговування, що відіграє велику роль при аналізі, постановці і рішенні задач обслуговування. Це - час обслуговування.

Час обслуговування є насамперед  характеристика функціонування кожного окремого апарата обслуговуючої системи. Воно показує, скільки часу затрачається на обслуговування однієї вимоги даним обслуговуючим апаратом. Необхідно пам'ятати, що цей показник обслуговування нічого загального не має з оцінкою якості обслуговування, а характеризує лише пропускну здатність одного обслугову-ючого апарата. При цьому передбачається, що якщо обслуговування вимоги, що поступили в систему, закінчилося, те заявка на обслуговування задоволена цілком.

У силу всіляких  причин час обслуговування може мінятися від однієї вимоги до іншої. Ці причини, у першу чергу, зв'язані з тим, що вимоги, що надходять, не будуть цілком ідентичними. 

Приклад: Телевізори чи радіоприймачі, що надходять у майстерню для ремонту, як правило, мають самі різноманітні несправності, і навіть у тих випадках, коли несправності ідентичні, час, необхідний для їхнього усунення, може бути різним, якщо ремонтуються телевізори чи радіоприймачі різних марок.

Іншою причиною зміни часу обслуговування є стан і можливості самих обслу-говуючих апаратів. Очевидно, що якщо обслуговування проводиться людиною, то час обслуговування навіть абсолютно ідентичних вимог буде різний не тільки в різних людей, але навіть при здійсненні обслуговування однією людиною (у залежності від його вправності при виконанні тих чи інших операцій, утоми, наст-рою і т.п. ). А якщо обслуговуючими апаратами є машини, то час обслуговування у залежності від їхніх експлуатаційних характеристик, марки машини і т.п. може мінятися в значних межах. Тому в загальному випадку час обслуговування є випадковою величиною і, отже, може бути описано законом розподілу.

Якщо позначити час обслуговування через 
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,то повною його характеристикою буде закон розподілу
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Тут функція F(t) визначає імовірність того, що час обслуговування буде менше якогось наперед заданого значення t. Так як час обслуговування не може бути негативною величиною, то

F(t) = 0   при     t<0
Інакше кажучи, функція F(t), як усяка функція розподілу, повинна бути позитивною монотонно зростаючою функцією і не повинна перевершувати одиницю. Про те, який конкретний вид має функція розподілу F(t), нічого не можна сказати заздалегідь без детального вивчення функціонування обслуговуючого апарата. Навіть в одній обслуговуючій системі час обслуговування різних обслуговуючих апаратів може характеризуватися різними функціями розподілу. Однак надалі для простоти будемо розглядати системи, що складаються з однотипних обслуговуючих апаратів, що характеризуються загальним законом розподілу часу обслуговування. Природно, що знання функцій розподілу часу обслуговування як випадкової величини має для нас дуже істотне значення, тому що дозволяє одержати відповіді на ряд важливих питань. Переконаємося в цьому. 

Допустимо, що в результаті аналізу функціонування обслуговуючої системи ми визначили вид функції розподілу часу обслуговування для обслуговуючих апаратів цієї системи. Нехай вона має вид
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де             t - час у хвилинах.

Функція F (t) дійсно   може  мати  такий  вид

так як


[image: image5.wmf](

)

1

1

1

1

0

2

<

+

-

£

t


за умови, що  
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       тобто  F (t) монотонно зростає.

Тоді, знаючи вид функції F(t), можна відповісти на цілий ряд питань. Наприклад, можна визначити, яка буде імовірність того, що час обслуговування не перевершить 10 хвилин. Цю імовірність ми одержимо, підставивши t=10  у функцію F(t) :
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Можна також обчислити і середній час обслуговування однієї вимоги. Воно буде дорівнює
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Імовірність того, що за цей час обслуговування чергової вимоги буде закінчено, дорівнює
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тобто при даному виді функції розподілу часу обслуговування з 100 вимог у середньому 75 будуть обслуговані за час, який не перевищує однієї хвилини.

Показовий закон розподілу часу обслуговування. Як у теоретичних дослідже-ннях, так і в багатьох практичних розрахунках велике значення має показовий закон розподілу часу обслуговування, при якому функція розподілу часу обслуговування F(t) має вид
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Параметр 
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, що входить у показовий закон розподілу, має простий фізичний зміст. Величина, зворотня  
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 , є середнім часом обслуговування

(математичним очікуванням часу обслуговування). Дійсно
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На мал.  показані графіки показового закону розподілу при 
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=l, 2 і 3. Ці графіки показують, що при показовому законі розподілу часу обслуговування імовірність того, що обслуговування закінчиться незабаром після його початку, велика.
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Рис. Графік показового закону   розподілу часу обслуговування F (t) при 
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На практиці, коли ми маємо справу з реальними процесами обслуговування, можуть зустрічатися положення, при яких ця властивість не має місця. Тому, незважаючи на те, що процеси масового обслуговування з показовим законом розподілу часу обслуговування дотепер привертають увагу багатьох дослідників, теоретичний і практичний інтерес представляють і інші закони розподілу часу обслуговування.

Розробка методів рішення задач масового обслуговування з довільним часом обслуговування поки ще зустрічає чималих труднощів і представляє широке поле діяльності для бажаючих зайнятися не тільки вивченням теорії масового обслугову-вання і її застосуванням у різних областях, але і подальшим розвитком цієї теорії.

Варто помітити, що значні успіхи останнім часом досягнуті завдяки використан-ню методу статистичного моделювання (Монте-Карло). Використання цього методу істотно розширило коло задач теорії масового обслуговування, ефективне рішення яких може бути отримане за допомогою електронних цифрових обчислювальних машин. Зокрема, метод Монте-Карло дозволяє одержувати рішення задач масового обслуговування з будь-яким законом розподілу часу обслуговування.

Варто спеціально зупинитися ще на одній важливій властивості показового закону розподілу часу обслуговування. Вона полягає в тім, що при показовому законі розподілу часу обслуговування закон розподілу частини часу, що залишився, обслуговування не залежить від того, скільки воно вже триває.

Дійсно, якщо позначити через fa(t) імовірність того, що обслуговування, що вже тривало протягом  часу  , протриває ще не менш t, то
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Тут f0 (t) - імовірність того, що час обслуговування 
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 буде не менше t.  Тому що F(t) = P{
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<t},  то fa(t), рівне Р{
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t}, у сумі з F(t) дорівнює одиниці. Тому
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З іншого боку, по теоремі множення імовірностей, імовірність того, що обслуговування протриває не менше ніж a+t, дорівнює добутку імовірності того, що обслуговування протриває не менше ніж a, помноженої на імовірність того, що воно протриває не менш t, за умови, що воно вже триває протягом  проміжку часу а, тобто.
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Таким чином, виходить, що
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тому що з раніше сказаного видно, що
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Виходить, що умовна імовірність fa(t) збігається з імовірністю fo(t)  і, отже, закон розподілу не залежить від довжини проміжку часу 
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, протягом  якого вже триває обслуговування даної вимоги.

Приклад: Припустимо, що ми маємо деяку систему обслуговування. Нехай у момент надходження чергової вимоги в цю систему до його обслуговування негайно приступають п вільних обслуговуючих апаратів, причому кожен апарат діє незалежно від інших. Обслуговування буде закінчено, як тільки його закінчить один обслуговуючий апарат.

Обслуговуючих систем з такою організацією обслуговування може бути дуже багато. Досить звернути увагу на деякі ситуації, що мають місце у військовій справі. Обстріл мети групою установок (наприклад, стрілянина торпедами по кораблі, наліт літаків на чи корабель який-небудь важливий об'єкт супротивника, стрілянина зенітних знарядь по літаку супротивника і т.п. ) являє класичний приклад вищевказаної організації системи обслуговування. Природно, що стрілянина торпедами, чи снарядами бомбометання буде продовжуватися доти , поки ціль не буде знищена. Отже, "обслуговування" у такій системі закінчується зі знищенням об'єкта.

Можна привести й інші приклади, що ілюструють обслуговуючі системи з вищевказаною організацією. 

Наприклад: прийом радіограм групою радіоприймальних станцій. Обслугову-вання закінчується, як тільки одна зі станцій прийме радіограму. Чи пошук корабля, що потерпів катастрофу, групою літаків. Задача буде вирішена, як тільки один з літаків знайде корабель. 

Нехай закон розподілу часу обслуговування даної "заявки" (об'єкта) кожною установкою (обслуговуючим апаратом) - показовий, із середнім часом обслугову-вання відповідно для кожної установки
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Необхідно знайти закон розподілу часу обслуговування всіма n апаратами.

Припустимо, що 
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  є час обслуговування вимоги, що надійшов, відповідно 1-м, 2-м, ... , n -м апаратом. Тоді імовірність того, що час обслуговування 
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тому що обслуговування буде закінчено, як тільки його закінчить один апарат. Очевидно, що
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Остання імовірність без особливої праці може бути обчислена по теоремі множення імовірностей. Так як в нашому прикладі 
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  не залежать друг від друга, то


[image: image35.wmf]Õ

=

>

=

>

>

>

n

i

i

n

t

P

t

t

t

P

1

2

1

}.

{

}

,...,

,

{

g

g

g

g


Але (за умовою) закон розподілу часу обслуговування 
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Підставляючи це значення величини  
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Позначимо суму 
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  через 
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іншими словами, закон розподілу часу обслуговування вимоги, що поступили в розглянуту нами систему, усіма n апаратами, є показовий закон.

Математичне очікування часу обслуговування дорівнює
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тобто воно буде тим менше, ніж більша кількість обслуговуючих апаратів візьме участь в обслуговуванні. Таким чином, для нашого військового приклада марема-тично підтверджується одне з основних положень тактики про роль масованого комбінованого удару по супротивнику (використання сил).

Якщо всі обслуговуючі апарати одного типу і час обслуговування кожним апа-ратом вимоги, що поступили в систему, підкоряється тому самому закону розподілу (наприклад, якщо "обслуговуючою" системою є батарея однотипних знарядь і т.п. ), тобто
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а математичне очікування часу обслуговування  
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тобто середній час обслуговування зменшується в n раз у порівнянні з обслуго-вуванням одним апаратом. Так, наприклад, якщо обслуговування здійснюється одночасно п'ятьма апаратами, для кожного з який середній час обслуговування дорівнює 0,5 хвилини, тобто n=5 і  
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 є середній час обслуговування, то 
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 ), той середній час обслуговування п'ятьма апаратами дорівнює
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Покажемо, що при цьому зменшується і дисперсія*, тобто ступінь розсіюван-ня часу обслуговування біля його математичного очікування. 

*{Дисперсією випадкової величини називається математичне чекання квадрата її відхилення від математичного чекання випадкової величини (Мх). Для дискретної випадкової величини, що приймає значення 
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  з імовірностями 
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  дисперсія дорівнює
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Для безупинної випадкової величини x із щільністю розподілу f (x) дисперсія дорівнює
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Дисперсія показового закону розподілу часу обслуговування дорівнює
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Отже, при груповому обслуговуванні вимоги дисперсія 
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, тобто зменшується в n2 разів у порівнянні з обслуговуванням, що здійснюється одним апаратом. Зокрема, у розглянутому прикладі 
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 при обслуговуванні вимоги одним апаратом дисперсія дорівнює 0,25, а при обслуговуванні одночасно п'ятьма апаратами всього 0,01.

ВИСНОВКИ: Отже, ми розібрали основні поняття теорії масового обслугову-вання, ознайомилися з їх фізичним змістом і математичним описом, навчилися визначати деякі з них. 
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