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2.1. Математичний апарат    для п о д ання  і перетворення точок  

ІНВАРІАНТНІ ГРАФІЧНІ ОБ’ЄКТИ 
ТА ПЕРЕТВОРЕННЯ

Зображення будь-якого графічного об’єкта можна подати у вигляді сукупності багатьох близько розміщених точок. На площині кожну точку можна подати за допомогою двох її координат — абсциси та ординати. Цілком природно, що загалом подання сукупності точок можливе за допомогою матриць. Місцезнаходженням цих точок на екрані комп’ютера можна керувати шляхом перетворення відповідних числових матриць. Зверніть увагу, що інтерпретація матриці перетворення як геометричного оператора становить основу математичних перетворень у комп’ютерній графіці.
Дослідіть результати множення вектора-рядка, що визначає точку на площині, на матрицю перетворення загального виду розміром 2 × 2. Уважно розгляньте можливі варіанти, комбінуючи різні значення як елементів матриці перетворення, так і вектора-рядка і розміщуючи точку в різних частинах площини.
Запам’ятайте, що математичною моделлю відрізка прямої лінії є матриця координат його початкової та кінцевої точок.
Переконайтесь, що паралельні лінії залишаються паралельними і після їх перетворення. Це означає, що один паралелограм перетворюється в інший паралелограм у результаті дії матриці перетворення розміром 2 × 2. При цьому точка перетину кожної вихідної пари ліній перетворюється в точку перетину перетвореної пари. Аналогічно перевірте, як забезпечується взаємно однозначна відповідність між точками на вихідній лінії та точками на перетвореній лінії, зокрема й для середини відрізка.
Розглядаючи перетворення одиничного квадрату, навчіться визначати компоненти матриць перетворення з використанням геометричної інтерпретації різних графічних перетворень. При цьому не забувайте, що вплив компонентів двовимірної матриці перетворення завжди можна проаналізувати окремо. Головне зрозуміти, що перетворення складного об’єкта на площині зводиться до перетворення крайніх точок усіх відрізків та подальшого поєднання цих точок у початковому порядку.
Двовимірне переміщення, або перенесення, переміщує всю площину на фіксований вектор. Зверніть увагу, що на відміну від масштабування та повороту, які реалізуються множенням матриць, операція переносу адитивна та реалізується складанням матриць.
Однак цю незручність різноплановості різних матричних операцій можна усунути, якщо подати точки в однорідних координатах. Однорідне координатне перетворення двовимірного вектора є тривимірним і дає змогу виражати переміщення, зсуви, повороти, зміни масштабу та проекції за допомогою єдиної матриці, а також виконувати комбіновані операції. Слід пам’ятати, що зі зміною порядку матричних перетворень, які входять в одну й ту саму композицію складного комбінованого перетворення, дістаємо різні результати, оскільки матричне множення не комутативне. Крім того, основні операції перетворення графічного об’єкта на площині виконуються, як правило, відносно початку координат. Тому для виконання операції обертання графічного об’єкта навколо довільної осі потрібно спочатку перенести центр обертання в початок координат, а після закінчення необхідних поворотів повернути його у вихідне положення.
Уперше однорідні координати запропонував 1827 року Август Фердінанд Мебіус (1790—1868) у своїй праці «Барицентричні числення». Він розмістив у вершинах фіксованого трикутника маси m1, m2, m3 та приписав центру ваги (тобто барицентру) цих мас координати m1 : m2: m3, що дало йому змогу показати, як зручно використовувати такі координати для опису проективних і афінних властивостей на площині. Відтоді однорідні координати стали загальноприйнятим засобом алгебраїчного тлумачення проективної геометрії.
Потренуйтесь у переході від декартових координат до однорідних та від однорідних до декартових. Зверніть увагу на операцію нормалізації та на випадок, коли додаткова координата вихідної точки дорівнює одиниці. Переконайтесь щодо того, єдине чи не єдине існує подання графічного об’єкта в однорідних координатах. Дослідіть матрицю перетворення розміру 3 × 3 та з’ясуйте, які її компоненти зумовлюють виконання операцій зміщення, зміни масштабу, зсуву, повороту та проектування.
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Візьмемо за початок відліку координат точку О — спільну точку так званих вільних векторів деякого простору, що являють собою напрямлені відрізки, які можна переносити в просторі паралельно їх початковому положенню.

Нехай у тривимірному просторі задано вектор х — деякий геометричний об’єкт, заданий як за величиною, так і за напрямом. Цей об’єкт, що реально існує, не залежить від того, в якій системі координат ми його розглядаємо.

Властивості геометричних об’єктів, що не залежать від вибору системи координат, в яких ці об’єкти розглядаються, називаються їхніми інваріантними властивостями. Основне завдання тензорного числення, як відомо, саме й полягає в тім, щоб навчитися відрізнятися результати, які стосуються самих геометричних об’єктів, від тих, що їх привнесено випадковим вибором координатної системи.
Розглянемо в тривимірному просторі базис, що складається з трьох одиничних попарно ортогональних векторів е1, е2, е3. Такий базис називається ортонормованим, або прямокутним, а вектори е1, е2, е3, що його утворюють, — ортами:
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Розклад довільного вектора х за ортонормованим базисом записується у вигляді х = х1е1 + х2е2 + х3е3, де числа xі (і = 1, 2, 3) називаються прямокутними координатами вектора х. Таким чином, застосовуючи координатний метод, ми з кожним вектором х пов’язуємо його координати х1, х2, х3, що залежать уже не тільки від самого вектора х, а й від розглядуваної координатної системи (ортонормованого базису). При цьому прямокутні координати вектора х являють собою ортогональні проекції цього вектора на відповідні координатні осі.

Якщо е — одиничний вектор, то його проекції на осі, або, що те саме, скалярні добутки е1е, е2е, е3е — це не що інше, як косинуси 
кутів α1, α2, α3, які цей вектор утворює з базисними осями. Оскільки |е| = 1 і |е1| = |е2| = |е3| = 1, то 
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 Це так звані косинуси вектора е. Оскільки е2 = 1, то cos2α1 + cos2α2 + cos2α3 = 1.

Задамо в тривимірному просторі ще один геометричний об’єкт, якому відповідає вектор y = y1е1 + y2е2 + y3е3, де числа yi — його прямокутні координати, i = 1, 2, 3.
Якщо в лінійному або афінному тривимірному просторі крім правил додавання та множення визначити скалярний добуток двох векторів, то дістанемо так званий тривимірний евклідів простір.
Скалярним добутком x · y двох векторів x і y називається добуток їхніх довжин |x| і |y| на косинус кута між ними: 
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. Якщо хоча б один із векторів x чи y нульовий, то x · y = 0. 
Скалярний добуток ненульових векторів дорівнює нулю, коли 
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 тобто якщо вектори x і y ортогональні. У тривимірному просторі скалярний добуток запишемо з використанням координат, тобто як суму добутків однойменних координат: x · y = х1y1 + 
+ х2y2 + х3y3.
Векторним добутком векторів x і y називається третій вектор x × y, що визначається як 
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Векторний добуток дорівнює нулю, якщо вектори x і y колінеарні.
Нагадаємо, що колінеарними називаються вектори, що лежать на одній прямій.
У решті випадків векторний добуток напрямлений ортогонально до обох векторів x і y, причому так, що в сукупності з ними утворює праву трійку векторів. Базис трьох векторів називається правим, якщо з кінця третього вектора поворот на прямий кут від першого вектора до другого спостерігається проти годинникової стрілки. Якщо ж цей поворот спостерігається за годинниковою стрілкою, то такий базис є лівим.

Мішаним або скалярно-векторним, добутком трьох векторів x, y, z (узятих у зазначеному порядку) називається скалярний добуток вектора x на векторний добуток y × z, тобто число х ·(y × z), або (y × z) · х. Мішаний добуток дорівнює нулю, якщо всі три вектори компланарні, тобто лежать в одній площині щодо правої прямокутної системи координат.
Якщо вектори x, y, z задано їхніми координатами

x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3), z = (z1, z2, z3),
то мішаний добуток 
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 тобто визначнику, складеному з відповідних координат.
Скалярний, векторний і мішаний добутки мають інваріантний характер, тобто не залежать від вибору системи координат.
Будь-яке зображення в комп’ютерній графіці можна подати як множину точок, кожна з яких характеризується значенням координат відповідного вектора відносно початку вибраної системи координат.

У свою чергу, послідовність з множини точок можна подати як матрицю чисел. Місцеположенням цих точок на екрані комп’ютера можна керувати, перетворюючи таку матрицю чисел.

Кожну точку на площині можна подати за допомогою двох її координат, а у просторі — трьох координат. Їхні значення розглядатимемо як елементи вектора-рядка 
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Нехай відомі дві матриці А та В і потрібно знайти взаємозв’язок між ними, тобто таку матрицю перетворення Т, у результаті застосування якої до матриці А дістанемо матрицю В, тобто А · Т = В. В основу математичних перетворень, використовуваних у комп’ютерній графіці, покладено інтерпретацію матричного множення як геометричного оператора. При цьому вихідну матрицю А та матрицю перетворення Т вважаємо відомими і призначеними для визначення елементів шуканої перетвореної матриці В. З погляду побудови зображень операція множення матриць використовується для того, щоб виконати геометричне перетворення системи точок, поданих за допомогою векторів положення кожної окремої точки, елементи якої містяться у вихідній матриці А.

У загальному випадку матриця перетворення Т, як і матриці А та В, квадратна, оскільки обернена матриця існує тільки для квадратних невироджених матриць. Важлива властивість обернення матриць полягає в тому, що добуток будь-якої матриці на обернену до неї матрицю являє собою одиничну матрицю Е. Наприклад, для матриці А маємо: А · А–1 = Е, де А — пряма матриця, а А–1 — обернена до неї матриця. Виходячи з рівняння взаємозв’язку матриць, запишемо матрицю перетворення Т як Т = А–1 · В. Через труднощі, пов’язані з пошуком обернених матриць, на практиці набули поширення інші, простіші прийоми визначення матриць перетворення, які розглянемо в наступних підрозділах.

Питання для самоконтролю
1. Які вектори простору називаються вільними?

2. Чи залежить вектор як геометричний об’єкт від системи координат, в якій його розглядаємо?

3. Які властивості геометричних об’єктів називають інваріантними?

4. Який базис називають ортонормованим?

5. Розкладіть довільний вектор за ортонормованим базисом.

6. Що являють собою ортогональні проекції вектора на координатні осі?

7. Поясніть поняття «напрямні косинуси» вектора.

8. В яких випадках два вектори мають нульовий скалярний добуток?

9. Які вектори називають колінеарними?

10. Як напрямлений векторний добуток щодо векторів-співмножників?

11. Яка умова компланарності векторів?

12. Чи залежить мішаний добуток векторів від вибору системи координат?

13. В який спосіб можна керувати місцеположенням видимих точок зображення на екрані монітора?

14. Як за допомогою координат можна подати точку на площині; у просторі?

15. Які матриці мають обернену?

16. Як застосовується операція множення матриць при побудові зображень?

17. Як визначити взаємозв’язок між вихідною та перетвореною матрицями?

18. Яка матриця утвориться в результаті множення будь-якої матриці на обернену до неї матрицю?

19. Виразіть матрицю перетворення через обернену і перетворену матриці.

20. Який основний математичний апарат використовується для подання графічних об’єктів і виконання їх геометричних перетворень?
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2.2. Основні види перетворень    графічних об’єктів  


Для роботи в графічній системі дуже важливо, щоб у процесі візуалізації (тобто коли розв’язується завдання сформувати зображення) користувач мав змогу маніпулювати графічним об’єктом на екрані (з метою поліпшення наочності зображення, розгляду його окремих елементів з різних боків і т. ін.). Це можна забезпечити завдяки застосуванню так званих елементарних геометричних перетворень об’єкта: переміщення (перенесення), зсуву, повороту (обертання) та масштабування (розтягу, стиску) відносно заданої точки.

Будь-який графічний об’єкт можна зсунути (перенести), застосувавши матрицю перетворення Т до кожної його точці. Проте оскільки кожний відрізок, що описує об’єкт, складається з нескінченної кількості точок, то такий процес тривав би нескінченно довго. Але існує дуже просте розв’язання: усі точки, що належать відрізку, можна перенести шляхом переміщення одних лише крайніх його точок та подальшої побудови нового відрізка між крайніми точками, здобутими в результаті перетворення. Такий підхід, природно, правильний і для масштабування (розтягу, стиску) і для повороту (обертання).
Розглянемо основні види переміщень — відображень графічних об’єктів, що зберігають відстань. Згідно з теоремою Ж. Даламбера (1717—1783) кожний рух фігури (чи всієї площини) являє собою або обертання навколо точки, або зрушення по прямій. Інакше кажучи, обертання і перенесення не тільки дають змогу завдяки їх поєднанню дістати будь-який рух, а й становлять навіть єдино можливі види руху в евклідовому просторі.

Перетворення графічних об’єктів називають комутативними або переставними, якщо їхня композиція не залежить від порядку, в якому вони виконуються.

Паралельним перенесенням, або зміщенням, графічного об’єкта назвемо таке його відображення, при якому всі точки об’єкта зміщуються в одному й тому самому напрямі на рівні між собою відстані. Перенесення переміщує всю площину зсувом на фіксований вектор і в координатній формі виражається в підсумовуванні відповідних координат кожної точки, що зазнає зсуву, з фіксованими координатами вектора зсуву. Алгоритм зсуву складного графічного об’єкта, що складається з множини відрізків, полягає в перерахуванні нових, тобто перетворених, координат крайніх точок усіх відрізків за відповідними формулами зсуву та в подальшому сполученні цих точок у колишньому порядку.

Центральною симетрією назвемо накладання за допомогою відоб​раження, що змінює всі напрями на протилежні. Дзеркальна симетрія — це відображення відносно прямої на площині, а в просторі така симетрія являє собою відображення відносно площини. Ковзним відображенням вважатимемо композицію відображення в площині з перенесенням, паралельним цій площині. На площині це буде композиція відображення відносно прямої та перенесення вздовж цієї прямої. Поворот графічного об’єкта полягає в тому, що його кутова координата змінюється на кут повороту. Отже, композиція поворотів, або обертань, навколо одного центра зводиться до додавання кутів поворотів з урахуванням їхніх знаків і з точністю до доданків, кратних 2π. Протилежний поворот відбувається внаслідок зміни знака кута повороту.

Поворот у просторі виконується навколо прямої, яку називають віссю обертання, і полягає в тому, що у площинах, перпендикулярних до осі обертання, відбувається поворот на один і той самий кут в один бік навколо точки перетину площини з віссю обертання. Композиція поворотів навколо однієї осі обертання відповідає додаванню кутів поворотів з урахуванням знаків, що визначаються напрямом обертань. Що ж до композиції двох поворотів навколо перетинних осей являє собою поворот навколо деякої третьої осі, що проходить через точку перетину даних осей. Повороти навколо різних осей, загалом кажучи, не комутуються.

Гвинтове накладення визначимо як композицію повороту і перенесення вздовж осі перенесення на паралельний вектор. Воно має переставні властивості, а тому порядок перенесення і повороту (включаючи їхні нульові значення) може бути практично довільним.
Зауважимо, що кожне переміщення зі щойно розглянутих видів являє собою також перетворення подібності з коефіцієнтом одиниця, тобто зі збереженням масштабу.

До перетворень подібності віднесемо такі види відображень графічних об’єктів, при яких зберігаються відношення відстаней між точками об’єкта (ці відношення можуть змінюватися тільки в однакову кількість разів). Зміна подібності, що полягає у множенні на той самий відмінний від нуля коефіцієнт, зводиться до зміни масштабу зображення графічного об’єкта: його збільшення (розтягу) чи зменшення (стиску).

Усі властивості фігур евклідової геометрії інваріантні (незмінні) щодо перетворень подібності. Будь-яке подібне перетворення, відмінне від накладання, має одну нерухому точку.

Будь-яка властивість фігур, яку можна виразити через лінійні співвідношення між векторами, є афінною. Отже, будь-яке накладання є афінним відображенням. Перетворення подібності — розтяг і стиск — також афінні, оскільки зберігають лінійні зв’язки векторів і не вводять нових.

Питання для самоконтролю
1. Що означає термін «візуалізація»?

2. Назвіть основні елементарні геометричні перетворення графічних об’єктів.

3. Чи потрібно застосовувати матрицю перетворення до кожної точки графічного об’єкта, чи є інше рішення?

4. В який спосіб можна описати будь-який рух фігури?

5. Що означає перетворення накладання графічних об’єктів?

6. Поясніть поняття комутативності перетворень графічних об’єктів.

7. У чому полягає поворот графічного об’єкта?

8. Які види симетрій застосовуються для перетворень графічних об’єктів?

9. У чому полягає алгоритм зрушення складного графічного об’єкта?

10. Як виражається перетворення перенесення в координатній формі?

11. Які особливості має поворот навколо перетинних осей?

12. Чому відповідає композиція поворотів навколо однієї осі обертання?

13. Які властивості має гвинтове накладання?

14. Наведіть приклади перетворень подібності зі збереженням масштабу.

15. У чому полягає перетворення подібності?

16. Які перетворення можна віднести до афінних?

17. Як відбувається поворот графічного об’єкта у просторі?

18. Чи є властивості фігур евклідової геометрії інваріантними відносно перетворень подібності?

19. До якого виду перетворень належать розтяг і стиск та в чому вони полягають?

20. Як можна виконати перетворення зворотного повороту графічного об’єкта?


[image: image15.emf] 

2.3. Прості лінійні перетворення точок  


Якщо кожному вектору x лінійного простору поставлено у відповідність деякий вектор u = A(x) цього самого простору, то можна вважати, що в цьому просторі задано функцію A векторного аргументу x. Векторну функцію A вважатимемо лінійною, якщо вона має такі дві властивості:

A(x + х1) = A(x) + A(х1)  та  A((x) = (A(x),
де x і х1 — два вектори, а α — будь-яке дійсне число.
Лінійну вектор-функцію називатимемо також лінійним перетворенням простору, або лінійним оператором у цьому просторі, і записуватимемо так: u = Ax.
Розглянемо лінійне перетворення u = Ax у двовимірному лінійному просторі. Позначимо через ui координати вектора u відносно ортонормованого базису, а xi — координати довільного вектора x, i = 1, 2. Тоді маємо:
u = u1 · e1 + u2 · e2   та   x = x1 · e1 + x2 · e2 .
Визначимо залежність координат вектора u від координат вихідного вектора x. Оскільки перетворення А лінійне, то

Ax = x1Ae1 + x2Ae2.

Запишемо розклад векторів Ae1 та Ae2 у такому вигляді:

Ae1 = a11e1 + a12e2,  Ae2 = a21e1 + a22e2 .

Оскільки Ax = u, то координати вектора u набирають вигляду:

u1 = a11x1 + a12x2   та   u2 = a21x1 + a22x2 .
Запишемо коефіцієнти формул, що повязують між собою координати векторів u та x у вигляді квадратної матриці лінійного перетворення А:
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де A = T,  a11 = a,  a12 = b,  a21 = c,  a22 = d.
Розглянемо результати матричного множення вихідної матриці (x  y), яка визначає деяку точку P на площині, та матриці перетворень T розміром 2 × 2 загального вигляду:
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Цей математичний запис означає, що початкові координати x та y перетворено в x* і y*, де x* = dx + cy та y* = bx + dy.
Проаналізуємо здобуті результати, розглянувши x* та y* як перетворені координати. З цією метою розглянемо кілька частинних випадків.

1. Нехай a = d = 1 та c = b = 0. Матриця перетворень Т виконує одиничне перетворення, яке приводить до матриці, ідентичної вихідній, тобто при цьому координати точки P не змінюються:
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2. Нехай a = 1, b = c = 0, d = d. Таке лінійне перетворення ставить у відповідність вектору p = xe1 + ye2 вектор u = xe1 + dye2. Тому u1 = x, u2 = dy, що відповідає геометричному розтягу (стиску) площини в напрямі, паралельному вектору e2 (рис. 2.1):
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При d = 0 геометричний стиск (розтяг) стає проектуванням на вісь Ox паралельно вектору e2.

3. Нехай a = a, b = c = 0, d = 1, тоді
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Оскільки x* = ax, то таке перетворення також приводить до зміни масштабу, але цього разу воно еквівалентне переміщенню вихідної координати в напрямі осі абсцис, тобто паралельно вектору e1 (рис. 2.1).
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Рис. 2.1. Ортонормований базис {e1, e2}

4. Нехай a = a, b = c = 0, d = d, тоді:
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Таке лінійне перетворення вектору p = xe1 + ye2 ставить у відповідність вектор u = axe1 + dye2. У результаті дістаємо зміну масштабів у напрямах осей абсцис та ординат (див. рис. 2.1). При цьому якщо a ≠ d, то переміщення вздовж осей не однакові.
А якщо a = d > 1, то масштаб координат точки Р зростає. Відповідно при 0 < a = d < 1 масштаб координат точки Р зменшується.
Таким чином, геометрично це перетворення подібності являє собою сукупність двох геометричний розтягів (стисків) площини відносно взаємно перпендикулярних осей e1 та e2 з коефіцієнтами, що дорівнюють відповідно a і d. Якщо якийсь із коефіцієнтів розтягу від’ємний, наприклад а, то розтяг у |а| раз супроводжується відбиттям від прямої e2.
5. Якщо a і(або) d від’ємні, то відбувається відбиття координат точок. Візьмемо a = –1, b = c = 0, d = 1. Дістанемо:
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Тоді відбувається відбиття точки Р відносно осі ординат.
У разі, коли a = 1, b = c = 0, d = –1, відбиття точки Р відбувається відносно осі абсцис:
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Якщо a = –1, b = c = 0, d = –1, то відбиття відбуватиметься відносно початку координат:
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Таким чином, відбиття та зміну масштабу координат зумовлюють тільки елементи головної діагоналі матриці перетворення а і d.

6. Тепер розглянемо випадок, коли a = d = 1, b = b, c = 0, тобто
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Координата x точки Р не змінюється, тоді як координата y* лінійно залежить від вихідних координат. Такий зсув площини в напрямі вектора e2 ставить у відповідність вектору p = xe1 + ye2 вектор u = xe1 + (bx + y)e2. Аналогічно, коли a = d = 1, b = 0, c = c, перетворення виконує зсув пропорційно до координати y.
Отже, елементи b, с правої діагоналі забезпечують операцію зсуву за координатами x та y точки Р.

7. Для того щоб знайти матрицю перетворень повороту площини на кут α, розглянемо на ній ортонормований базис {e1, e2} (див. рис. 2.1):
Ae1 = e1cos( + e2sin(,   Ae2 = –e1sin( + e2cos( .
Тому
u = Ax = (xcos( – ysin()e1 + (xsin( + ycos()e2 ,
u1 = xcos( – ysin(,  u2 = xsin( + ycos( .
Отже, матриця повороту в прямокутному ортонормованому базисі має такий вигляд:
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8. Закінчуючи дослідження перетворення точок, розглянемо результат перетворення загального вигляду, застосовуваного до початку координат. Для початку координат маємо:
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Доходимо висновку, що початок координат інваріантний щодо застосування матриці загального перетворення розміру 2 × 2.

Питання для самоконтролю
1. В яких випадках векторну функцію можна вважати лінійною?

2. В який спосіб задається лінійний оператор як функція векторного аргументу?

3. Визначте залежність координат вектора лінійного перетворення від координат вихідного вектора.
4. Як математично записати зв’язок вихідних та перетворених координат точки на площині?

5. В якому випадку геометричний стиск перетворюється у проектування на вісь ординат?

6. Яким додатковим перетворенням супроводжується перетворення подібності, якщо один із коефіцієнтів від’ємний?

7. Які елементи загальної матриці перетворення зумовлюють нерівномірну зміну масштабу?

8. За допомогою якого перетворення виконується зсув точки у напрямі осі ординат?

9. Яке перетворення зумовлює відбиття точки відносно початку координат?

10. Який вигляд має матриця повороту в прямокутному базисі?

11. Що означає інваріантність початку координат відносно застосування до нього загального перетворення?

12. Виведіть формулу перетворень повороту площини.

13. Які елементи загальної матриці перетворень виконують зсув точки на площині?

14. При яких значеннях елементів матриці перетворення відбувається зростання, а при яких — зменшення масштабу?

15. Яке перетворення виконується за допомогою одиничної матриці?

16. При якому перетворенні відбуваються два геометричні розтяги площини відносно взаємно перпендикулярних осей?

17. Яке перетворення дає змогу відбити точку відносно осі абсцис?

18. Які коефіцієнти входять до складу загальної матриці перетворень на площині?

19. Запишіть розклад вектора на площині за ортонормованим базисом.

20. Дайте визначення поняття лінійного простору.
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2.4. Основні властивості відрізків    прямих ліній до та після  застосування     до них лінійних перетворень  


Відрізок прямої лінії являє собою множину близько розміщених точок. Математичною моделлю цього відрізка є матриця координат його початкової та кінцевої точок, які інакше називають межовими, або крайніми, точками відрізка.
Координати двох межових точок Р1 та Р2 відрізка Р1Р2 прямої лінії, у свою чергу, визначаються двома векторами положення цих крайніх точок відрізка. Положення будь-якої прямої лінії можна перетворити в будь-яке нове положення за допомогою лінійного перетворення її межових точок з подальшим проведенням лінії між перетвореними точками.
Застосувавши до обох точок Р1 і Р2 водночас одне й те саме перетворення загального вигляду, дістанемо координати перетворених межових точок 
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. Сполучивши ці точки, дістанемо перетворений відрізок 
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 прямої лінії:
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де 
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Будь-яка пряма лінія описується за допомогою рівняння першого степеня виду Ax + By + C = 0, де A, B, C — деякі коефіцієнти, при цьому A та B одночасно не повинні дорівнювати нулю.
Позначивши m = –A / B, n = –C / B, запишемо рівняння прямої у вигляді y = mx + n.
Кутовий коефіцієнт, що характеризує нахил прямої лінії, дорівнює тангенсу кута α нахилу цієї прямої до додатного напряму осі абсцис і визначається таким співвідношенням:
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Визначимо нахил m2 перетвореної прямої лінії, тобто тієї, яку дістали в результаті застосування перетворення загального вигляду:
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Підставимо в це співвідношення значення перетворених координат та виконаємо спрощення:
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Нарешті, підставивши в це співвідношення нахил вихідної прямої лінії (який був у неї до застосування перетворення), дістанемо:
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Отже, нахил лінійно перетвореної прямої лінії не залежить від її біжучих координат. Він повністю визначається ухилом m1 вихідної прямої лінії та значеннями коефіцієнтів a, b, c, d матриці перетворень загального вигляду.
Таким чином, при застосуванні до відрізків прямих ліній однакових лінійних перетворень зберігаються властивості цих відрізків. Звідси випливають два важливі висновки:
· паралельні лінії перетворюються також у паралельні лінії;

· перпендикулярні лінії перетворюються також у перпендикулярні лінії.
Лінійне перетворення загального вигляду забезпечує взаємно однозначну відповідність між точками на вихідній прямій лінії та точками на перетвореній прямій лінії. Так, крайні точки відрізка вихідної прямої лінії після застосування до них лінійного перетворення загального вигляду завжди перетворюються також у крайні точки перетвореного відрізка прямої лінії. Оскільки цей висновок справджується для кожної точки будь-якого відрізка прямої лінії, то всі точки перетину кількох вихідних відрізків прямих ліній перетворюються у відповідні точки перетину перетворених відрізків цих прямих ліній за умови, що до всіх вихідних точок було застосовано одне й те саме лінійне перетворення. Звідси випливає, зокрема, що середня точка відрізка вихідної прямої лінії після застосування до неї лінійного перетворення загального вигляду має перетворитися в середню точку перетвореного відрізка прямої лінії. Справді, маємо:
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 — координати середньої точки вихідного відрізка прямої лінії.
Нагадаємо, що будь-яку пряму лінію можна розглядати як множину відрізків прямих ліній, розміщених у притул один до одного. На цій підставі можливе розбиття прямих ліній на окремі відрізки, що використовується в комп’ютерній графіці.
Питання для самоконтролю
1. Що являє собою математична модель відрізка прямої лінії?

2. В який спосіб можна перетворити відрізок прямої лінії?

3. Яка форма подання прямої лінії застосовується найширше — у вигляді множини близько розміщених точок чи множини близько розміщених відрізків прямих ліній?

4. Чи зберігаються властивості паралельності та перпендикулярності після застосування до вихідних прямих ліній різних лінійних перетворень, зокрема неоднакової зміни масштабу?
5. Запишіть умову паралельності прямих ліній через їхні кутові коефі​цієнти.
6. Як змінюються взаємні властивості двох відрізків паралельних прямих ліній унаслідок застосування до одного з них перетворення повороту на прямий кут?
7. Чим визначається нахил перетвореної прямої лінії?

8. У чому полягає особливість рівняння пучка прямих ліній, що проходять через задану точку?
9. Чи зберігаються властивості паралельності та перпендикулярності після використання до вихідних прямих ліній однакових лінійних перетворень?
10. Як змінюються взаємні властивості двох відрізків паралельних прямих ліній унаслідок застосування до одного з них перетворення повороту на прямий кут у додатному напрямі, а до другого — у від’ємному напрямі?
11. Виразіть умову перпендикулярності прямих ліній через їхні кутові коефіцієнти.

12. Як визначити точку перетину двох перетворених відрізків прямих ліній?

13. У що перетворюється середня точка відрізка прямої лінії внаслідок застосування лінійного перетворення загального вигляду?

14. Який вигляд має рівняння прямої лінії, що проходить через дві задані точки?

15. Чи зберігаються властивості паралельності та перпендикулярності внаслідок застосування до вихідних прямих ліній різних лінійних перетворень, зокрема протилежно напрямлених поворотів на прямі кути?
16. Яке лінійне перетворення необхідно виконати, щоб властивість перпендикулярності двох відрізків прямих ліній замінити на паралельність?
17. Визначте кут перетину двох прямих ліній, скориставшись формулою тангенса різниці двох кутів.

18. Як зміняться взаємні властивості двох відрізків перпендикулярних прямих ліній, якщо до одного з них застосувати перетворення повороту на прямий кут?
19. Чи зберігаються властивості паралельності та перпендикулярності внаслідок застосування до вихідних прямих ліній різних лінійних перетворень, зокрема протилежно напрямлених поворотів на кути 180°?
20. Яке лінійне перетворення необхідно виконати, щоб властивість паралельності двох відрізків прямих ліній замінити на перпендикулярність?
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2.5. Перетворення одиничного квадрат а  


Оскільки в результаті застосування лінійного перетворення загального вигляду паралельні прямі лінії зберігають властивість паралельності, а точки перетину вихідних прямих ліній перетворюються в точки перетину перетворених прямих ліній, то й побудована за їх допомогою така геометрична фігура (графічний об’єкт), як паралелограм також перетворюється в паралелограм. Як приклад найпростішого паралелограма візьмемо одиничний квадрат Р1Р2Р3Р4. Застосувавши до нього лінійне перетворення загального вигляду, дістанемо паралелограм 
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 (рис. 2.2). Оскільки початок координат інваріантний відносно такого матричного перетворення, то точка 
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 збігається з точкою Р1, причому координати її не змінюються, тобто дорівнюють 
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Рис. 2.2. Перетворення одиничного квадрата
Координати перетвореної точки 
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 мають вигляд 
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, тобто вони збігаються з елементами першого рядка матриці перетворення, а координати 
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 точки 
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 збігаються з елементами другого рядка матриці перетворення. Координати точки 
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 тобто дорівнюють сумам відповідних елементів першого (абсциса) та другого (ордината) стовпців матриці перетворення загального вигляду розміру 2 × 2. Отже, елементи b та c зумовлюють зсув зображення вихідного квадрата в напрямі осей абсцис та ординат, а елементи a та d — за собою зміну масштабу зображення після його перетворення.
Таким чином, якщо відомі координати перетворених точок 
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, то тим самим визначено й елементи a, b, с, d загальної матриці перетворення. Скориставшись цим фактом, знайдемо матрицю R (перша літера англійського слова rotation) повороту.

Виконаємо поворот одиничного квадрата проти годинникової стрілки на кут θ (напрям обертання проти годинникової стрілки взято за додатний). Принагідно зазначимо, що для зручності в такому самому напрямі пронумеровано вершини одиничного квадрата. Як випливає з рис. 2.3, точка 
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 — матиме координати 
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Зауважимо, що абсциса цієї точки від’ємна, оскільки точка міститься в другому квадранті.
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Рис. 2.3. Обертання одиничного квадрата
За відомими координатами точок 
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 та 
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 визначимо елементи матриці перетворення, за допомогою якої можна виконати поворот R графічного об’єкта:
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Здобута матриця повороту R на довільний кут θ відповідає також комбінації двох перетворень: зміни масштабу у відношенні 1 : 1 та зсуву, які не викликали ні зміни розмірів одиничного квадрата, ні зміни ортогональності його суміжних ребер та паралельності протилежних ребер.
Питання для самоконтролю
1. Як зміниться матриця повороту, якщо змінити його напрям на протилежний?

2. Назвіть ще один із варіантів виведення формули повороту.

3. На яких підставах слід описувати перетворення квадрата в паралелограм із застосуванням матриці лінійного перетворення загального вигляду?

4. Що означає інваріантність початку координат відносно перетворення загального вигляду?

5. В який спосіб формується вихідна матриця одиничного квадрата?

6. Які ще дії щодо зміни графічного об’єкта зумовлює матриця повороту?

7. На основі яких даних формуються елементи матриці повороту?

8. Чому абсциса точки 
[image: image67.wmf]*
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 від’ємна?

9. Який напрям повороту взято за додатний?

10. Чому для виведення формули повороту беруть саме одиничний квадрат?

11. Чи можна вивести формулу матриці повороту R, скориставшись замість одиничного квадрата прямокутним трикутником та відповідними перетвореннями?
12. Чому саме так пронумеровано вершини одиничного квадрата, як показано на рис. 2.2 і 2.3?

13. Як зміниться матриця повороту R, якщо замість повороту одиничного квадрата в додатному напрямі виконати його поворот у від’ємному напрямі?

14. Які ще положення одиничного квадрата відповідають побудованій матриці R?
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2.6. Комбінування лінійних перетворень  


Для досягнення бажаної орієнтації графічного об’єкта здебільшого потрібно виконати не одне, а кілька перетворень, що утворюють композицію.
Нехай у лінійному просторі задано два лінійні перетворення Т і R. Виконаємо перетворення Т довільного вектора х цього простору. У результаті перетворення Т він перейде у вектор y = Tx. Піддавши вектор y перетворенню R, дістанемо новий вектор, котрий можна розглядати як вектор-функцію C векторного аргументу x, або просто як композицію перетворень Cx = R(Tx). Оскільки при цьому зберігаються обидві основні властивості лінійних перетворень, то функція С також буде лінійним перетворенням. Комбіноване лінійне перетворення С назвемо добутком, або композицією лінійних перетворень R і T: C = RT. У цьому добутку співмножники записують справа наліво в тому порядку, в якому виконуються відповідні перетворення.
Наведемо три основні властивості комбінування лінійних перетворень.

1. Добуток лінійних перетворень має сполучну властивість: 
C(RT) = (CR)T.

2. Множення будь-якого лінійного перетворення на тотожне перетворення не змінює цього перетворення: TE = ET = T, де E —матриця тотожного перетворення, яку називають одиничною.
3. Множення лінійних перетворень у загальному випадку не комутативне: RT ≠ TR, тобто не має переставної властивості.
Отже, у разі комбінування перетворень порядок їх виконання вельми істотно впливає на кінцевий результат.
Щоб проілюструвати некомутативність матричного множення, розглянемо комбінацію таких перетворень: повороту на прямий кут та відбиття відносно осі. Якщо слідом за поворотом на прямий кут виконати відбиття відносно осі, то ці два послідовні перетворення дають такі результати:


[image: image69.wmf](

)

(

)

01

,

10

xyyx

æö

=-

ç÷

-

èø

  а потім  
[image: image70.wmf](

)

(

)

10

.

01

yxyx

-

æö

-=

ç÷

èø


Тепер змінимо порядок виконання операцій. Якщо за відбиттям іде поворот на прямий кут, дістаємо зовсім інший результат:
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Отже, некомутативність матричного множення лінійних перетворень означає, що порядок виконання цієї операції істотно впливає на кінцевий результат.
Розглянемо результати комбінування лінійних перетворень T1 та Т2. З цією метою виконаємо матричне множення вихідної матриці 
[image: image73.wmf](

)

,

xy

 яка визначає деяку точку P на площині, та двох матриць лінійних перетворень T1 та Т2 розміру 2 × 2 загального вигляду:
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Цей математичний запис подає зв’язок початкових координат x та y з перетвореними координатами x* і y*:
x* = (a1a2 + b1c2)x + (a2c1 + c2d1)y  і  y* = (a1b2 + b1d2)x + (c1b2 + d1d2)y.
Проаналізуємо комбінацію двох лінійних перетворень, дослідивши кілька частинних випадків.

1. Нехай a1 = а2 = d1 = d1 = 1 і c1 = с2 = b1 = b2 = 0.
Комбінація лінійних перетворень T1 і Т2 виконує одиничне перетворення, яке приводить до матриці, ідентичної вихідній, тобто при цьому координати точки P не змінюються:
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2. Візьмемо a1 = а2 = 1, b1 = b2 = c1 = с2 = 0, d1 = d1, d2 = d2. Тоді комбінація лінійних перетворень T1 і Т2 відповідає геометричному розтягу (стиску) площини в напрямі осі ординат:
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3. Нехай a1 = a1, a2 = a2, b1 = b2 = c1 = с2 = 0, d1 = d2 = 1, тобто
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При x* = а1a2x перетворення призводить до зміни масштабу, але цього разу воно еквівалентне переміщенню вихідної координати в напрямі осі абсцис.
4. Візьмемо тепер a1 = a1, a2 = a2, b1 = b2 = c1 = c2 = 0, d1 = d1, d2 = d2, тобто
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Така комбінація лінійних перетворень T1 і Т2 приводить до зміни масштабів у напрямах осей абсцис і ординат.
5. Якщо один із коефіцієнтів a1 ≠ a2 і(або) d1 ≠ d2 від’ємний, то відбувається відбиття координат точок. Зокрема, при a1 = –1, а2 = 1, b1 = b2 = c1 = c2 = 0, d1 = 1, d2 = –1 маємо:
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У цьому разі відбувається відбиття точки Р відносно початку координат.
Якщо a1 = a2 = –1, b1 = b2 = c1 = c2 = 0, d1 = d2 = –1, відбиття точки Р не відбувається зовсім:
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Отже, така комбінація лінійних перетворень T1 та Т2 приводить до взаємного знищення відбиттів, бо друге відбиття повертає точку Р у вихідне положення.
Таким чином, відбиття та зміна масштабу координат зумовлюються лише елементами головних діагоналей тих матриць перетворення, які входять до складу розв’язуваної комбінації лінійних перетворень.
6. У разі, коли a1 = a2 = 1, b1 = b1, b2 = b2, c1 = c2 = 0, d1 = d2 = 1, дістаємо:
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Координата x точки Р не змінюється, тоді як координата y* лінійно залежить від вихідних координат, тобто виконується зсув пропорційно до координати у. Якщо a1 = a2 = 1, b1 = b2 = 0, c1 = c1, c2 = c2, d1 = d2 = 1, комбінація лінійних перетворень T1 та Т2 виконує зсув пропорційно до координати х:
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Отже, елементи побічної діагоналі матриць, що входять до складу комбінації лінійних перетворень T1 і Т2, забезпечують операції зсуву за координатами x і y точки Р:
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де 
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7. Природно, що початок координат інваріантний також і відносно комбінування лінійних перетворень:
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Таким чином, комбінування лінійних перетворень в основному зберігає більшість перетворень окремих матриць, що входять до його складу, але це відбувається не так прозоро та однозначно, як при виконанні одного лінійного перетворення, оскільки дається взнаки взаємний вплив перетворень.
Питання для самоконтролю
1. Чим відрізняється комбінування лінійних перетворень від комбінованого лінійного перетворення?

2. Які основні властивості має комбінування лінійних перетворень?

3. У чому полягає сполучна властивість лінійних перетворень?

4. Чому вектор-функцію можна розглядати як композицію лінійних перетворень?

5. Що означає некомутативність лінійних перетворень?

6. Які лінійні перетворення мають переставну властивість?

7. Проілюструйте некомутативність матричного множення.

8. В яких випадках постає потреба виконувати композицію простих лінійних перетворень?

9. В якому порядку записують комбінацію співмножників — простих лінійних перетворень, щоб дістати складне комбіноване перетворення?

10. Яке лінійне перетворення виконує одинична матриця?

11. Які елементи матриць T1 і Т2, що входять до складу комбінації двох лінійних перетворень, забезпечують операцію відбиття графічного об’єкта, та чи завжди ця операція при цьому виконується?
12. Як можна спрогнозувати результат виконання композиції лінійних перетворень?

13. Композиція яких лінійних перетворень може залишити без змін зображення графічного об’єкта?

14. За допомогою якої комбінації лінійних перетворень найзручніше виконати зсув графічного об’єкта в напрямі осі абсцис?

15. Які елементи матриць T1 і Т2, що входять до складу комбінації двох лінійних перетворень, забезпечують операції зсуву графічного об’єкта за координатами x і y?
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2.7. Нескінченно віддалені точки  


Проведемо через довільну точку Р на площині пучок прямих — так званих проекторів mi (рис. 2.4). Розмістимо на цій самій площині пряму l, що не проходить через точку Р і паралельна одному з проекторів, наприклад m'. Тоді будь-який проектор mi, крім m', перетинаючи пряму l у певній властивій точці Pi, проектує цю точку з центральної точки Р пучка. Проектор m', паралельний прямій l, не перетинає її, тому не має з нею властивої спільної точки.
Умовно вважають, що паралельні прямі перетинаються в нескінченності. В існуванні цього уявного перетину неважко переконатися, поглянувши на залізничні колії, що «сходяться» на горизонті в одну точку.
Згідно зі зробленим припущенням проектор m', паралельний прямій l, так само, як і будь-який інший проектор mi, матиме з прямою l точку перетину, але тільки не звичайну, а уявну нескінченно віддалену, так звану невластиву точку.
Поняття про нескінченно віддалені точки упровадив 1636 року Жерар Дезарг (1591—1661). Нехай дано систему всіляких прямих, паралельних одна одній в одному напрямі. Уявімо ці прямі такими, що сходяться в напрямі їх паралельності в нескінченно віддаленій точці O∞. При цьому вважають, що така спільна точка єдина.
Нескінченно віддалена точка O∞ являє собою нескінченно віддалений центр пучка паралельних променів-проекторів, розміщених в одній площині. Отже, згідно з Дезаргом будь-які дві прямі, що лежать в одній площині, завжди перетинаються.
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Рис. 2.4. Довільна точка Р на площині та пучок проекторів
Нескінченно віддалені точки не паралельних між собою прямих вважаються різними, тому кожна площина містить нескінченну множину нескінченно віддалених точок. Таку сукупність нескінченно віддалених точок площини називають нескінченно віддаленою прямою. За аналогією сукупність усіх нескінченно віддалених прямих простору називатимемо нескінченно віддаленою площиною.
Питання для самоконтролю
1. Що таке пучок прямих ліній?

2. В який спосіб виконується проектування властивої точки?

3. Яку точку називають невластивою?

4. Де перетинаються паралельні прямі лінії?

5. Скільки нескінченно віддалених точок міститься на одній площині?

6. Що таке нескінченно віддалена площина?

7. Яку кількість нескінченно віддалених точок мають паралельні прямі?

8. Чим відрізняється пряма лінія-проектор від нескінченно віддаленої прямої?

9. Що є нескінченно віддаленим центром пучка паралельних променів-проекторів, розміщених на одній площині?

10. Хто вперше застосував поняття нескінченно віддаленої точки?
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2.8. Однорідні координати точки    на проективній прямій  


Властивості графічних об’єктів, інваріантні відносно будь-якого виду проектування цих об’єктів, виокремив у 1822 році Віктор Пон​селе (1788—1867) як проективні властивості. Поряд з ними кілька величин, що зіставляються з цими графічними об’єктами і також зберігаються при будь-якому проектуванні.
Наприклад, пряма має проективну властивість, що полягає в збереженні прямолінійності розміщення точок. Так, якщо точки Р1, Р2, …, Рn графічного об’єкта містяться на прямій, то й проекції цих точок 
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 також міститимуться на деякій прямій.
Візьмемо за вісь довільної системи координат деяку проективну пряму, тобто пряму, яка має проективні властивості. Позначимо на ній три точки 0, 1, ∞.
Нехай Р — довільна точка цієї прямої з координатою х. Тоді два числа х1 та х2, які не дорівнюють одночасно нулю, назвемо однорідними координатами точки Р, якщо виконується таке відношення :
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З точкою ∞ зіставимо однорідні координати х1 та х2, такі що х2 = 0.
Побудована в такий спосіб система однорідних координат має такі властивості:
1. Кожна точка проективної прямої має однорідні координати х1 та х2 .

2. Якщо х1 і х2 є однорідними координатами точки Р, то hx1, hx2, де h — будь-яке відмінне від нуля число, також є однорідними координатами точки Р, оскільки виконується умова:
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Отже, кожна точка проективної прямої має нескінченну множину пар однорідних координат.
Визначаючи відношення х1 і х2, можна так дібрати множник h, щоб хоча б одна з координат hx1, hx2 дорівнювала будь-якому наперед узятому числу. Для спрощення обчислень найзручніше брати за таке число одиницю.

3. Різним точкам завжди відповідають різні відношення їхніх однорідних координат.
Однорідними координатами взятих раніше точок 0, 1, ∞ є відповідно пари чисел (0, 1), (1, 1), (1, 0).

Питання для самоконтролю
1. Які властивості графічних об’єктів називають проективними?

2. У чому полягає проективна властивість прямої лінії?

3. Які числа можна вважати однорідними координатами довільної точки на прямій?

4. За якої умови можна зіставити однорідні координати з точкою ∞, розміщеною на прямій?

5. Які однорідні координати має кожна точка проективної прямої?

6. Яку кількість пар однорідних координат має кожна точка проективної прямої?

7. Яким точкам відповідають різні відношення їхніх однорідних координат?

8. Які властивості має система однорідних координат, побудована на базі проективної прямої?

9. В який спосіб можна хоча б одну з координат точки зробити такою, що дорівнює будь-якому числу?

10. З якою метою одну з однорідних координат беруть таку, що дорівнює одиниці?
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2.9. Однорідна система координат    на площині  


Розглянемо на проективній площині систему проективних неоднорідних координат з початком у точці О та з осями Ox і Oy. У цій системі задамо точку Е з одиничними координатами (1, 1), нескінченно віддалену пряму і нескінченно віддалені точки осей ∞x і ∞y.
Довільна точка Р цієї площини, яка не лежить на нескінченно віддаленій прямій, має неоднорідні проективні координати х і у. Щоб перейти до однорідних координат, візьмемо три числа x1, x2, x3, що не дорівнюють одночасно нулю і пов’язані з неоднорідними координатами х і у такими співвідношеннями: 
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Сформулюємо основні властивості однорідних координат на проективній площині, аналогічні тим, які мають однорідні координати на проективній прямій.
1. Кожна точка проективної прямої має однорідні координати.

2. Якщо x1, x2, x3 — однорідні координати точки Р, то hx1, hx2, hx3, де h — будь-яке відмінне від нуля число, також будуть однорідними координатами.

3. Різним точкам завжди відповідають різні відношення їхніх однорідних координат x1, x2, x3.

4. Ні для якої точки площини всі три однорідні координати x1, x2, x3 не дорівнюють нулю одночасно.

5. Жодні три з чотирьох точок O, E, ∞x, ∞y не повинні міститися на одній прямій.

Кожну з трьох координат hx1, hx2, hx3, якщо вона відмінна від нуля, за рахунок відповідного вибору множника h можна зробити такою, що дорівнює одиниці. Однорідними координатами взятих на площині точок O, E, ∞x, ∞y будуть відповідно такі трійки чисел: (0, 0, 1), (1, 1, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 0).
Однорідними координатами точок, розміщених на нескінченно віддаленій прямій, вважатимемо також трійку чисел x1, x2, x3 
якщо:

1) x3 = 0;

2) із двох чисел x1 і x2 хоча б одне відмінне від нуля;

3) виконується рівність відношень 
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, де А і В — коефіцієнти рівняння довільної прямої Ax + By + C = 0, що проходить через будь-яку нескінченно віддалену точку на площині. Отже, значення x1 і x2 мають задовольняти рівність Ax1 + Bx2 = 0.

З означення однорідних координат випливає, що однорідні координати x1, x2, x3 будь-якої точки, що лежить на прямій з рівнянням Ax + By + C = 0, мають задовольняти рівність Ax1 + Bx2 + Cx3 = 0, яку називають рівнянням прямої в однорідних координатах.
Позначимо коефіцієнти A, B, C відповідно як u1, u2, u3 і перепишемо це рівняння у вигляді u1x1 + u2x2 + u3x3 = 0. Таке рівняння не містить вільного члена, тобто є однорідним. Почасти саме з цієї причини дістала свою назву однорідна система координат.
Питання для самоконтролю
1. Які основні властивості однорідних координат на проективній площині?

2. Які однорідні координати мають точки, розміщені на нескінченно віддаленій прямій?

3. Які рівняння має пряма в однорідних координатах?

4. Як однорідні рівняння пов’язані з коефіцієнтами довільної прямої, що проходить через будь-яку нескінченно віддалену точку?

5. Чи можуть для якоїсь точки на площині одночасно бути перетворені на нуль три її однорідні координати?

6. Як записати в однорідних координатах нескінченно віддалені точки осі абсцис і осі ординат?

7. В який спосіб можна перейти від неоднорідних координат до однорідних?

8. Який зв’язок між звичайним рівнянням прямої і рівнянням прямої в однорідних координатах?

9. У чому відмінність між поданням точки в неоднорідних проективних координатах і в однорідних координатах?

10. Яке рівняння вважають однорідним і чому воно лежить в основі однорідної системи координат?

[image: image98.emf] 

2.10. Зв’язок між однорідними і неоднорідними    координатами точок на площині  


Розглянемо просторову прямокутну систему координат з початком у точці О, віссю абсцис х, віссю ординат y і віссю аплікат x3. На площині x3 = 0 візьмемо точку Р з координатами (x, y, 0), або просто (x, y), оскільки для всієї цієї площини третя координата нульова (рис. 2.5).
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Рис. 2.5. Подання довільної точки P площини x3 = 0 точкою P', 
розміщеною на паралельній площині, віддаленій від неї на відстань h = 1
Побудуємо площину x3 = h, паралельну площині x3 = 0, і проведемо на ній осі x1 і x2, паралельні відповідно осям x і y. Візьмемо h = 1. Початок нової системи координат з осями x1, x2, x3 буде в точці h1. Тоді точки на площині x3 = 1 матимуть координати x1 = x, x2 = y, x3 = 1. Отже, довільній точці P(x, y) площини x3 = 0 ставиться у відповідність точка P' (x, y, 1) у просторі, розміщена на паралельній площині, віддаленій на відстань h1 = 1. Вектор прямої, що сполучає початок координат О з точкою P' (x, y, 1), однозначно визначає проективну в даному випадку точку P (x, y) площини x3 = 0.

Візьмемо довільний множник h ( 0, такий що для точок на площині x3 = h виконуватимуться співвідношення: x1 = hx, x2 = hy, x3 = h. Тим самим між довільною точкою Р з координатами (x, y) і множиною трійок чисел виду (hx, hy, h) установлюється взаємно однозначна відповідність, що дає змогу вважати числа hx, hy, h новими однорідними координатами цієї точки.
Отже, маємо:
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Наведені формули задають перехід від афінних неоднорідних координат x, y до однорідних. При цьому достатньо в ці формули замість x і y підставити 
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 і для зручності позбутися знаменника. Ці самі формули задають перехід від однорідних координат до афінних x, y, коли виключається значення x3 = 0, що відповідає нескінченно віддаленій площині. Подання двовимірного вектора через тривимірний, а в загальному випадку n-вимірного вектора через (n + 1)-вимірний назвемо однорідним координатним відображенням.
Однорідне координатне відображення n-вимірного простору виконується в (n + 1)-вимірний простір, а відповідні результати в n-вимірному просторі дістаємо за допомогою оберненого перетворення, яке називають нормалізацією перетворених однорідних координат. Після проведення такої нормалізації всі геометричні перетворення x і y відбуваються в площині h = 1.

Отже, якщо задано декартову систему координат і в ній визначено положення деякої точки (x, y), то будь-яка трійка чисел, пропорційна до (x, y, 1), однорідні координати цієї точки.
Щоб дістати нормалізоване однорідне подання графічного об’єкта в двовимірному просторі, достатньо до його декартових координат x і y додати як третю координату одиницю. При цьому площина h = 1, в якій міститиметься перетворений у такий спосіб вектор положення графічного об’єкта, належить тривимірному простору. Для повернення до початкової декартової системи координат достатньо вилучити третю одиничну координату.

Питання для самоконтролю
1. Якими формулами задається перехід від афінних неоднорідних координат до однорідних?

2. Подайте геометричну інтерпретацію переходу від неоднорідних координат довільної точки на площині до однорідних.
3. За допомогою яких формул задається перехід від однорідних координат до афінних?

4. Чому при переході від однорідних координат до афінних виключається значення координати, що відповідає нескінченно віддаленій точці?

5. В який спосіб установлюється така взаємно однозначна відповідність між довільною точкою на площині і множиною трійок чисел, згідно з якою можна вважати їх однорідними координатами цієї точки?

6. У чому полягає операція нормалізації однорідних координат?

7. Що означає однорідне координатне перетворення графічного об’єкта?

8. В якій площині міститься графічний об’єкт при його однорідному координатному відображенні?

9. Чи існує єдине однорідне координатне подання точки на площині?

10. Чи можна вважати скалярну величину, узяту як третю координату, масштабним множником?
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2.11. Матричне однорідне координатне    п о дання   графічних пер е творень    у двовимірному просторі  


Перехід до однорідного координатного подання графічних об’єктів, природно, має супроводжуватись внесенням відповідних коректив до матриці перетворень. Справді, згідно з правилом множення матриць кількість елементів у векторі-рядку матриці розміром 1 × 3, що описує точку, має дорівнювати кількості елементів у кожному стовпці матриці перетворення. Крім того, щоб матриця перетворення мала обернену матрицю, необхідно, щоб вона була невиродженою квадратною матрицею, тобто щоб її визначник (det) не дорівнював нулю. Тому доповнимо матрицю перетворень розміру 2 × 2 до квадратної матриці М розміру 3 × 3:
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за допомогою якої можна також виконувати всі розглянуті геометричні перетворення зсуву, масштабування, повороту та відбиття, зумовлені елементами a, b, c, d.
Зауважимо, що третій компонент векторів вихідного і перетвореного положення точок не змінюється при додаванні третього стовпця до матриці перетворення.
З’ясуємо, які зміни у виконуваних перетвореннях відбудуться, якщо замість нововведених елементів у матрицю М підставлятимемо числа, відмінні від нуля та одиниці. За основу візьмемо одиничну матрицю Е розміру 3 × 3.

Отже, замінивши перші два нульові елементи третього рядка матриці М значеннями m і n, дістанемо:
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тобто внаслідок введення елементів m і n на позиції першого і другого елементів третього рядка матриці М виконується переміщення координат графічного об’єкта на m одиниць у напрямі осі абсцис і на n одиниць у напрямі осі ординат. Отже, щоб перемістити графічний об’єкт у якесь нове положення, необхідно ввести в матрицю перетворення відповідні значення m і n, що зумовлюють задане переміщення графічного об’єкта, яке називають також зсувом, або перенесенням, і позначають як T(m, n) — за першою літерою англійського слова translation — переміщення, розміщення.
Тепер замінимо одиничний елемент, у третьому рядку на головній діагоналі матриці М, на величину D. У результаті дістанемо таке перетворення:
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Після нормалізації перетворень вектор матиме координати 
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 Отже, елемент D матриці перетворення М виконує повну однорідну рівномірну зміну масштабу вектора вихідного положення графічного об’єкта. При D < 1 відбувається збільшення масштабу, а при D > 1 — його зменшення. Цей елемент матриці М, позначений першою літерою англійського слова dilatation — розширення, і забезпечує рівномірний розтяг або стиск графічного об’єкта одночасно вздовж координат обох координатних осей — абсцис і ординат.

Щоб з’ясувати значення інших елементів третього вектора-стовпця матриці М, замінимо послідовно його нульові елементи на величини p і q. У результаті першого підставлення відбудеться таке перетворення вихідного вектора положення:
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Перетворений вектор положення матиме координати 
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 а точка 
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 з нормалізованими координатами 
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 на осі абсцис. У результаті другого підставлення дістанемо:
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Перетворений вектор положення набуде координат 
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 а точка 
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 на осі ординат.
Одночасне підставлення p і q приведе до такого результату:
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Після проведення нормалізації координати наберуть вигляду 
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 Результатом нормалізації є переведення точки в її проекцію на площину h = 1. Змінна h, що визначає площину, яка містить перетворену точку, входить як вільний член до рівняння площини в тривимірному просторі: px + qy – h + 1 = 0. Саме в цій площині міститься перетворений вектор положення спроектованої точки. При цьому точки в нескінченності на осях координат 
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Отже, матрицю перетворення для двовимірних однорідних коорди​нат — узагальнений геометричний оператор, який переводить графічний об’єкт у нове положення, можна умовно поділити на частини: 
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,
де основні елементи a, b, c і d відповідають за прості перетворення зсуву, відображення, повороту й масштабування, елементи m, n — за переміщення графічного об’єкта, елементи p, q — за утворення проекцій, а елемент D — за загальну зміну масштабу.
Питання для самоконтролю
1. Чому кількість стовпців у векторі-рядку, який описує точку, має дорівнювати кількості рядків у матриці перетворення?

2. Чи змінюється третій компонент векторів положення точок при додаванні третього стовпця до матриці перетворення?

3. В який спосіб додавання третього елемента до вектора положення і третього стовпця до матриці перетворення дає змогу виконати переміщення вектора положення?

4. Чи можна розглядати третій елемент вектора-рядка як додаткову координату вектора положення?

5. Чи правильне твердження, що всі однорідні координати площини паралельні між собою?

6. Чи можна в результаті виконання однорідного координатного перетворення дістати перетворені координати за допомогою променів-проекто​рів, що проходять через початок координат, і чому?

7. Що є результатом нормалізації однорідних координат?

8. У яких двох випадках унаслідок перетворень відбувається однорідна зміна масштабу вектора положення графічного об’єкта?

9. Відносно якого центра виконується перетворення масштабування?

10. Чи правильне твердження, що перетворення перенесення переміщує всю площину, якій належить графічний об’єкт, на фіксований вектор?

11. В якій площині міститься вектор положення спроектованої точки, якщо до її вихідного вектора положення застосовано комбінацію одиничної матриці і третього стовпця матриці перетворення?

12. Дайте характеристику складовим елементам узагальненого геометричного оператора в однорідному координатному поданні і запропонуйте обґрунтовані варіанти їх поділу на функціональні частини.

13. Як змінюються координати нескінченно віддаленої точки на осі абсцис при додаванні першого елемента в третій стовпець матриці перетворення?

14. Подайте можливу геометричну інтерпретацію нормалізації однорідних координат нескінченно віддалених точок осей абсцис і ординат?

15. У чому полягають відмінності між нормалізацією з використанням фіксованих величин і з використанням змінних, зокрема рівнянь площин?

16. Які матриці належать до категорії невироджених?

[image: image128.emf] 

2.12. Комбіновані лінійні перетворення    в двовимірному просторі з використанням    однорідного координатного п о да н ня  


Комбінацію простих лінійних перетворень записують у тому порядку, в якому ці перетворення виконуються. Послідовність кількох простих перетворень можна об’єднати в одне складне комбіноване перетворення. Таке комбіноване матричне перетворення має кілька назв: узагальнення, об’єднання, з’єднання, конкатенація, або просто композиція.

Складним вважатимемо таке переміщення графічного об’єкта, яке утворюється з послідовності простих переміщень. Припустимо, що необхідно двічі перемістити точку P1: спочатку на одну відстань (t1, t3), а потім на іншу (t2, t4). Комбіноване перетворення являтиме собою переміщення 
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тобто два послідовні переміщення адитивні. Отже, замість того, щоб виконувати послідовно кілька простих переміщень, достатньо помножити вектор, що задає вихідне положення графічного об’єкта, на вихідну матрицю комбінованого переміщення і в результаті виконання однієї операції множення дістати сумарне переміщення.

Розглянемо перетворення складного масштабування Dk графічного об’єкта, яке включає в себе два прості масштабування D1 (d1, d2) і 
D2 (d3, d4):
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тобто два послідовні масштабування мультиплікативні. Таким чином, послідовність матричних операцій з перетворень типу простого масштабування можна замінити на комбіновану матрицю перетворення складного масштабування, що дає змогу виконувати будь-яку послідовність масштабування за допомогою однієї матричної операції, яка об’єднує всі складові цієї послідовності.

Утворимо комбіновану матрицю Rk із двох послідовних перетворень повороту R1(() і R2(() відповідно на кути ( і (:
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EMBED Equation.3[image: image133.wmf]
тобто два послідовні повороти мають властивість як адитивності, так і мультиплікативності. Отже, комбіноване перетворення Rk складного повороту дає змогу виконати такий поворот за допомогою однієї операції матричного множення замість послідовності декількох матричних операцій, що відповідають послідовності перетворень простих поворотів.

Комбіновані матриці особливо зручні тоді, коли відповідну композицію простих перетворень потрібно багаторазово повторювати. Тому для частого використання зручніше один раз обчислити комбіновану матрицю складного перетворення і зберігати її в пам’яті, ніж щоразу замість однієї виконувати кілька матричних операцій, яких може бути й багато. Цей висновок стосується й перетворень відбиття, а також до мішаного набору простих лінійних перетворень.

Як приклад побудови мішаної комбінованої матриці розглянемо поворот графічного об’єкта навколо центра обертання, відмінного від початку координат, тобто обертання навколо довільної осі або точки. У загальному випадку поворот вектора 
[image: image134.wmf](
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що задає положення графічного об’єкта, навколо довільного центра обертання з координатами (m, n) на довільний кут ( складається з послідовності трьох простих перетворень:

1) перенесення T1(–m, –n) заданого центра обертання в початок координат;

2) повороту R(() графічного об’єкта відносно початку координат;

3) перенесення Т2(m, n) центра обертання, тобто, по суті, повернення у вихідне положення відносно початку координат:
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Отже, замість того, щоб виконувати три прості перетворення, достатньо помножити вектор, що задає вихідне положення графічного об’єкта, на комбіновану матрицю мішаних перетворень і дістати той самий перетворений вектор нового положення перетвореного графічного об’єкта.

За аналогією до побудови комбінованих матриць простих перетворень можна будувати й комбіновані матриці, що відповідають послідовності складних перетворень, беручи як співмножники також комбіновані матриці.

Питання для самоконтролю
1. В якій послідовності виконують комбінації простих лінійних перетворень?

2. В який спосіб можна виконати складне переміщення графічного об’єкта?

3. Як утворюється комбінована матриця послідовності простих перетворень подібності?

4. Які перетворення дає змогу виконати комбінована матриця повороту?

5. У чому полягає перевага комбінованих матричних перетворень порівняно з простими?

6. З яких перетворень складається двовимірне обертання графічного об’єкта навколо довільної осі?

7. З якою метою довільний центр обертання тимчасово сполучається з початком координат?

8. Чому координати заданого центра обертання входять у матрицю перенесення з протилежним знаком?

9. Чи можна будувати комбіновані матриці поєднанням не тільки простих, а й складних перетворень, які, у свою чергу, також комбіновані?

10. Як зміняться елементи третього рядка комбінованої матриці повороту навколо довільного центра обертання, якщо в запису відповідної матриці поміняти місцями cos( і координати центра обертання?
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