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3.1. Класифікація аксонометричних проекцій  

АКСОНОМЕТРИЧНІ ПЕРЕТВОРЕННЯ 
ГРАФІЧНИХ ОБ’ЄКТІВ

Завдяки впровадженню однорідних координат можна застосовувати єдиний математичний апарат матричного множення, виконуючи просторові перетворення графічних об’єктів. Поділіть умовно матрицю перетворення розміру 4 × 4 на частини й дослідіть їхній вплив на кожну графічну операцію, а далі усі результати, здобуті для плоского зображення, узагальніть на просторове зображення.
Зрозумійте форми опису орієнтації (від цього слова, до речі, бере початок термін «орт») та обертання повітряного судна навколо точки відносно абсолютної системи координат. Відповідні рівняння запропонував у 1765 році Леонард Ейлер (1707—1783) у своєму трактаті «Теорія руху твердих тіл».
Зверніть увагу на кватерніони як дуже зручний апарат опису скінченних обертань рівномірного кутового руху у тривимірному просторі. Геометрія кватерніонів та їхні властивості становлять основу векторного числення, яке, у свою чергу, є частинним випадком геометрії кватерніонів.
Одним із центральних питань теми є тривимірне обертання навколо довільної осі, що узагальнює аналогічний варіант двовимірного обертання на площині навколо довільної точки. Розв’язання цього питання розбийте на кілька кроків і скористайтесь композицією матриць перетворень. Не забувайте при цьому, що обертання у просторі, як і на площині, не комутативне, тому необхідно строго додержувати порядку, в якому виконуються матричні операції, що входять у загальну композицію. Виконайте геометричну операцію перетворення та розберіться, для чого координати перетвореної точки потрібно виражати через координати вихідної точки, кут обертання та напрям осі обертання, поданий одиничним вектором. Більш-менш новим елементом тут є три напрямні косинуси, що задають напрями осі обертання. Пригадайте, як визначаються скалярний та векторний добутки векторів, і зверніть увагу, що радіуси сфери завжди однакові, завдяки чому під час виведення формул їх можна виражати один через одного.
Аксонометрія (від грец. «вісь» і «вимірюю») — один зі способів зображення просторових фігур на площині. Вона полягає в тому, що фігура разом із вибраною прямокутною декартовою системою координат розмірністю n проектується в систему координат, розмірність якої менша за n. Вивчаючи матеріал цієї теми, необхідно звернути увагу на те, в який спосіб можна дістати образ тривимірного об’єкта в двовимірному просторі. Апарат аксонометричного проеціювання складається з площини проекції, центра проекції та проеціювальних променів-проекторів. Стосовно механізмів побудови аксонометричних проекцій зауважимо, що в так званому європейському варіанті об’єкт розміщується між центром проекції, в якому звичайно перебуває спостерігач, і площиною проекції. Зокрема, якщо трьома площинами проекцій простір поділено на вісім частин, — октантів, то згідно з європейським варіантом об’єкт розміщують у першому октанті. Що є до американського варіанта, то згідно з нимплощиги проекції відокремлюють об’єкт від центра проекції, причому сам об’єкт розміщується не в першому, а в сьомому октанті.

Слід пам’ятати, що коли центр проекції міститься на порівняно невеликій відстані від площини проекції, то дістаємо центральну аксонометричну, або, що те саме, перспективну проекцію. При перспективному проектуванні перетворений простір не є евклідовим, тому ортогональність осей не зберігається. Зорієнтуйтеся в поняттях: точка сходу, точка сліду, лінія візирування, горизонт, точка зеніту, ракурс, точка надиру, центрування, паралельна перспектива, кутова перспектива та коса перспектива. Зверніть увагу на останній стовпець матриці перетворення, за якою можна визначити координати точок сходу відповідної перспективи. Щоб дістати перспективне зображення з довільного центра спостереження, спочатку рекомендуємо виконати паралельні аксонометричні перетворення, сформувавши систему координат з віссю z уздовж потрібної лінії візирування, а потім застосувати перспективне перетворення.

Якщо центр проекції розміщено в нескінченності, дістаємо паралельну аксонометричну проекцію. Коли напрям паралельного проектування на площину екрана перпендикулярний до цієї площини, то аксонометрія стає ортогональною, або нормальною, а у протилежному випадку — косокутною, або похилою. При паралельному аксонометричному проектуванні необхідно зазначати косинуси кутів нахилу координатних осей до площини креслення, які називаються показниками спотворення. Не забувайте, що рівність усіх трьох показників спотворення відповідає ізометрії, двох — диметрії, а в разі, коли всі три показники різні, маємо триметрію.
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Розвиток людської думки привів до створення багатьох геометрій і численних способів та систем подання зображень. Як зазначив Карл Фрідріх Гаусс (1777—1855), «зобразити одну поверхню на іншій — означає знайти закон згідно з яким кожній точці першої поверхні має відповідати певна точка другої поверхні». Чимало поверхонь має властивість переміщуватися по самих собі, не зазнаючи при цьому деформацій, якщо для множини точок цих поверхонь можливі такі перетворення конгруентності, або рівності, у результаті яких зберігається належність цих точок своїм поверхням. При цьому геометричні характеристики графічних об’єктів вимірюють за допомогою накладання на зображуваний образ заздалегідь вибраних одиниць чи їхніх загальноприйнятих часток. Кожна поверхня, на якій відтворюється зображення графічного об’єкта, має припускати сукупність рухів, що дають змогу об’єднувати будь-яку пару лінійних елементів, належних цій поверхні. Таким лінійним елементом може бути точка разом із зазначеним напрямом у вигляді стрілки, що виходить із цієї точки в дотичній площині. Об’єднання лінійних елементів вважаються рівними між собою, або тотожними, якщо внаслідок накладення їхні відповідні точки збігаються, а стрілки напрямлені в один і той самий бік.
Аксонометрія (рис. 3.1), як уже зазначалося, — це один зі способів зображення просторових фігур на площині, котрий полягає в тому, що розглядувана фігура, узята прямокутна декартова система координат і ортогональна проекція фігури на одну з координатних площин проектуються на площину креслення чи екран дисплея.
Залежно від того, рухаються чи ні центр та осі, системи координат поділяються на рухомі, або відносні, як, наприклад, полярні системи, і нерухомі, або абсолютні (стаціонарні).
При зображенні на екрані комп’ютера просторових фігур спотворюються справжні співвідношення напрямів, відстаней, освітленості та інших характеристик, притаманних їм у реальному просторі. Картою, або картографічною проекцією, називається таке зображення земної чи якоїсь іншої об’ємної поверхні на площині, при якому внесені спотворення підлягають певним закономірностям і не виходять за припустимі межі графічної та геометричної точності.
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Рис. 3.1. Закінчення
Залежно від характеру внесених спотворень і виду картографічної сітки, тобто від відбору координатних осей, проекції поділяються на рівнокутні, рівновеликі, рівнопроміжкові та довільні.
До рівнокутних належать проекції, що не спотворюють кутів і зберігають подібність нескінченно малих фігур, які називаються конформними, або, як і проекції, — рівнокутними. При цьому зображення меридіанів і паралелей перетинаються під прямим кутом. У рівновеликих проекціях зберігається пропорційність відповідних площ на картах і на земному сфероїді. Для рівнопроміжних проекцій характерне збереження довжини вздовж одного з головних напрямів. Решту видів проекцій, які за властивостями спотворень, що їх вони вносять, не належать до трьох попередніх класів, вважають довільними.
За видом координатної сітки як різновиду координатних осей проекції умовно поділяють на кругові, псевдоконічні, псевдоциліндричні, поліконічні, прямокутні та ін. Для кругових проекцій характерне зображення меридіанів і паралелей у вигляді кіл. У разі псевдоконічних проекцій паралелі зображуються концентричними колами без збереження прямолінійності меридіанів, характерної для конічних проекцій. У псевдоциліндричних проекціях паралелі неодмінно зображуються прямими лініями. Прямокутні сітки використовуються не лише в картографічних проекціях, а й у графічних пакетах як основні та допоміжні сітки для побудови графічних об’єктів, їх модифікування та анімації.

Будь-яка поверхня обертання припускає рух по самій собі, проте ця її властивість залежить від свободи вибору видів цих рухів. Із цього погляду не досить зручною моделлю площини зображення є еліпсоїд, оскільки єдиний рух еліпсоїда по самому собі — це його обертання навколо власної осі. Круговий циліндр крім обертання навколо осі припускає ще й поступальні рухи в напрямі цієї осі, що дає змогу суміщати будь-яку точку циліндра з довільною іншою його точкою за допомогою комбінації поступального та обертального рухів, однак при цьому не завжди можна сумісти напрями цих точок. Отже, циліндрична поверхня не позбавлена недоліків, якщо йдеться про використання її як картинної площини. Найбільш вдалі моделі площини зображень — це звичайна, або азимутальна, площина і сфера, оскільки для будь-яких двох лінійних елементів цих поверхонь завжди існує рух, що сумістить їх один з одним, тобто і точки, і їхні напрями. За видом площини зображення та системи координат проекції поділяються на циліндричні, конічні, сферичні та азимутальні, або площинні.

Залежно від способу проектування площинну аксонометрію поділяють на перспективну і паралельну, або афінну.

Зображення на перспективних проекціях утворюється шляхом геометричного проектування просторових об’єктів, що містяться, як правило, на земній поверхні, променями проекторів, котрі виходять з центра, або точки зору, на картинну площину, перпендикулярну до променя, що умовно проходить через центр земної кулі.

Якщо відстань D від точки зору до центра земної кулі дорівнює нулю, тобто коли точка зору збігається з центром земної кулі, дістаємо гномічну перспективну проекцію. Площина будь-якого великого круга, проходячи через центр гномічної проекції, що збігається з центром земної кулі, містить усі промені, які проектують великий круг, і перетинає картинну площину по прямій лінії. При цьому меридіани і лінія екватора завжди зображуються на гномічній проекції прямими лініями.
Якщо точка зору міститься на поверхні земної кулі, тобто при D = R, дістаємо стереографічну проекцію. Важлива властивість стереографічної проекції полягає в тому, що будь-яке сферичне коло, узяте на поверхні земної кулі, зображується так само колом на площині проекції.
Коли точка зору поза земною кулею, тобто ∞ > D > R, маємо зовнішню перспективу.
Якщо точка зору нескінченно віддалена, тобто D = ∞, повертаємося до звичайної паралельної аксонометрії.

Залежно від того, як щодо картинної площини розміщено точку, або центр, зору та елементи перспективи, перспективна проекція може бути прямою і оберненою. У разі оберненої перспективи точка зору міститься за картинною площиною, а елементи перспективи сходяться перед нею. Такий вид перспективних проекцій характерний для іконопису. При прямій перспективі точка зору міститься перед картинною площиною, тоді як інші елементи перспективи містяться або на картинній площині, або поза нею. За кількістю точок сходу перспектив паралельних прямих як елементів перспективи перспективна, або центральна, аксонометрія, у свою чергу, буває одноточковою, або паралельною, двоточковою, або кутовою, і триточковою, або косою.

Питання для самоконтролю
1. Які поверхні мають властивість переміщуватися по самих собі?

2. Як виконується вимірювання геометричних характеристик графічних об’єктів?

3. Яку сукупність рухів має припускати поверхня картинної площини, що відтворює зображення графічного об’єкта?

4. Який об’єкт вибирається як лінійний елемент?

5. В якому разі об’єднання лінійних елементів вважають тотожними?

6. Чи зазнає поверхня деформації, якщо для множини її точок можливі конгруентні переміщення, що зберігають належність цих точок даній поверхні?

7. Що означає зобразити одну поверхню на іншій?

8. Від яких слів походить поняття «аксонометрія» і що воно означає?

9. У чому полягає аксонометрія?

10. Залежно від яких параметрів системи координат поділяються на абсолютні і відносні?

11. Яке зображення поверхні можна вважати картою?

12. Які характеристики просторових фігур спотворюються при їх ком​п’ютерному відображенні?

13. У чому виявляються відмінності між рівнокутними, рівновеликими і рівнопроміжковими проекціями?

14. Що таке координатна вісь і які види координатних осей використовуються при проектуванні?

15. Що покладено в основу поділу проекцій за видом площини зображень і системи координат?

16. Як співвідносяться із земним радіусом різні види перспектив?

17. У чому полягає відмінність між прямою і оберненою перспективою?

18. Які співвідношення спотворень поширені не тільки в ортогональних, а й у похилих проекціях?

19. Чим різняться ортогональні проекції?

20. Що спільного мають різні види ортогональних проекцій?
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3.2. Паралельне аксонометричне  проектування  


У загальному випадку в результаті проектування точки, задані в системі координат розмірністю n, перетворюються в систему координат з розмірністю, меншою, ніж n. При паралельному аксономет​ричному проектуванні проектується образ тривимірного об’єкта в двовимірний простір.

Три площини проекцій — фронтальна F, горизонтальна Н та профільна Р умовно поділяють тривимірний простір на вісім рівних частин, які називають октантами. Нумерацію октантів подано на рис. 3.2.

Нагадаємо, що в європейській проекції графічний об’єкт міститься між спостерігачем і кожною площиною проекцій, тобто в першому октанті. Спостерігач також розміщується в першому октанті в нескінченно віддаленій точці. В американському варіанті проектування графічний об’єкт розміщується в сьомому октанті, щоб площина проекцій відокремлювала його від спостерігача.
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Рис. 3.2. Умовний поділ тривимірного простору на октанти

Якщо центр проекції розмістити в нескінченності, то точки предмета проектуватимуться на поверхню екрана пучком променів (проекторів), паралельних між собою і вектору, що задає напрям проектування.

Щоб забезпечити найбільш наочне відображення об’ємності предмета, звичайно вибирають його положення щодо площини проекції. З метою побудови аксонометричної проекції предмет разом із пов’язаною з ним системою координат розвертають так, щоб проекції координатних осей набули певної взаємної орієнтації, а відрізки, узяті на координатних осях, відображуються на проекції з відповідним співвідношенням масштабних коефіцієнтів.
Щоб проекція стала вимірною, її співвідносять із зображенням системи координат, осі якої паралельні відповідно напрямам довжини, ширини і висоти зображуваного предмета. Якщо відомо, як спотворюються розміри за напрямами осей координат, то за такою співвіднесеною проекцією графічного об’єкта з осями координат можна судити про розміри цього об’єкта.

Апарат паралельного аксонометричного проектування включає в себе розміщений у нескінченності центр проектування, пучок променів-проекторів, паралельних заданому напряму L, картинну площину П, проектований об’єкт АВС, спостерігача і систему координат. Механізм паралельного (афінного) проектування згідно з європейським та американським варіантом ілюструють відповідно рис. 3.3 і 3.4.
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Рис. 3.3. Механізм паралельного проектування 
згідно з європейським варіантом
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Рис. 3.4. Механізм паралельного проектування 
згідно з американським варіантом
Розгляньмо аксонометричні властивості паралельного оператора. У загальному випадку паралельного проектування співвідношення між просторовими координатами оригіналу і їхніми плоскими зображеннями задаються афінним перетворенням:
Y = a10 + a11x + a12y + a13z,   X = a20 + a21x + a22y + a23z,

або, у компактнішій формі: R = r0 + Ar, де R = {X, Y} — вектор, що зображує; r = {x, y, z} — зображуваний вектор; A — матриця, яка задає лінійний проектувальний оператор, і діє з простору оригіналу на площину зображення; r0 = {a20, а10} — вектор, що визначає положення початку системи координат оригіналу на площині зображень. Лінійний проектувальний оператор будується з коефіцієнтів афінного перетворення:
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Початком координат відповідної системи є точка x = y = z = 0 простору оригіналу, що на площині зображень відображується в точку (a20, a10). Якщо a20 = a10 = 0, то за початок системи координат OXY можна взяти початок системи координат Oxyz, оскільки при a20 ( 0 і a10 ( 0 виконується лише паралельне перенесення зображення в площині зображень без зміни самого зображення.

Осі координат системи Oxyz у просторі оригіналу задаються такими рівняннями: вісь Ox — системою y = z = 0; вісь Oy —системою x = z = 0; вісь Oz — системою x = y = 0. Зображення цих осей на площині зображень називатимемо аксонометричними осями координат (рис. 3.5).


[image: image9.emf] 

X  

x  

z  

O  

y 

ψ yx  

ψ x z  

ψ zy  

ω  

Y  


Рис. 3.5. Аксонометричні осі з кутом прив’язки ω
Для аксонометричної осі Ox відношення a11/a21 — це тангенс кута нахилу, утворюваного віссю з віссю абсцис OX у площині зображення OXY. Вісь Oy нахилена до осі ординат OY у площині зображення OXY під кутом, тангенс якого визначається відношенням a13/a33. Зауважимо, що кут ω між аксонометричною віссю Oz і віссю ординат OY називається кутом прив’язки двох розглянутих систем координат.

Основною характеристикою, що відрізняє одну аксонометричну проекцію від іншої, є спотворення лінійних і кутових розмірів, а також площ.

Уведемо три коефіцієнти лінійних спотворень mx, my, mz, що характеризують такі спотворення вздовж відповідних аксонометричних осей. Їхні числові значення дорівнюють довжинам зображень одиничних ортів i, j, k системи координат оригіналу Oxyz. Звернемо увагу, що ці коефіцієнти лінійних спотворень не залежать від зображуваного вектора, а визначаються тільки елементами aij (i = 1, 2; j = 1, 2, 3) проектувального оператора A:
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Відношення між значеннями лінійних спотворень покладено в основу такої класифікації паралельних аксонометричних проекцій:

· якщо всі коефіцієнти лінійних спотворень у напрямі аксонометричних осей однакові, тобто mx = my = mz, то маємо ізометричну аксонометрію, або просто ізометрію;

· якщо однакові тільки два коефіцієнти лінійних спотворень уздовж аксонометричних осей, то дістаємо диметрію;

· якщо всі три коефіцієнти лінійних спотворень уздовж аксонометричних осей різні, тобто mx ( my ( mz, то дістаємо триметрію.

Щоб побудувати аксонометричну проекцію, потрібно вибрати:

а) кут проектування 
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;
б) спосіб задання коефіцієнтів лінійних спотворень уздовж аксонометричних осей;
в) відносну орієнтацію між аксонометричними осями та системою координат OXY площини зображень.
Виразимо проектувальний оператор через коефіцієнти лінійних спотворень mx, my, mz, кути ψyx, ψxz, ψzy між аксонометричними осями та кут прив’язки (, що орієнтує аксонометричні осі в системі коор​динат OXY площини зображень:
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Кожний елемент aij (i = 1, 2; j = 1, 2, 3) матриці A залежить від довільно взятого кута прив’язки (, зміна якого зумовлює поворот зображуваного графічного об’єкта в площині зображень.

Припустимо, що аксонометричну вісь Oz суміщено з віссю ординат OY системи координат зображень, тобто обмежимося значенням кута прив’язки ( = 0. З урахуванням цього припущення запишемо проектувальний оператор у простішому вигляді:


[image: image16.wmf]111213

212223

coscos

sinsin0

xxzyzyz

xxzyzy

mmm

aaa

mm

aaa

yy

æö

æö

=

ç÷

ç÷

y-y

èø

èø

.
Зазначимо, що в ізометричній проекції координатні осі відображуються на площині комп’ютерного екрана взаємно перпендикулярними в просторі оригіналу аксонометричними осями з рівними кутами ψyx = ψxz = ψzy = 120( і рівними масштабними коефіцієнтами лінійних спотворень уздовж аксонометричних осей.

Скориставшись рівнянням аксонометричних осей, обчислимо кути між ними. Так, 
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або після спрощення:

[image: image18.wmf]11221221

2222

11211222

sin

yx

aaaa

aaaa

-

y=

+×+

.

Зауважимо, що в чисельнику цього виразу маємо коефіцієнт спотворення площі Sxy, а в знаменнику — коефіцієнти лінійних спотворень mx та m. Тоді
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Цей вираз вказує на існування взаємозв’язку всіх видів спотворень, що можна тлумачити геометрично, переписавши наведений вираз у вигляді mxmysinψyx = Syx. Задане в такий спосіб співвідношення являє собою теорему про площу паралелограма, оскільки коефіцієнт Syx = |a11a22 – a12a21| чисельно дорівнює площі зображення квадрата, побудованого на одиничних ортах i та j в площині z = const простору оригіналу.

Аналогічно можна вивести ще два співвідношення зв’язку кутових, лінійних і площинних спотворень:
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де коефіцієнт площі Sxz = |a11a23 – a13a21| відповідає площі зображення квадрата, побудованого в площині y = const на ортах i та k, а Syz = |a12a23 – a13a22| — у площині x = const на одиничних ортах j та k. 
Коефіцієнти лінійних спотворень mx, my, mz при деякому фіксованому значенні кута проектування ( мають задовольняти нормувальне співвідношення: 
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. Тому, вибираючи коефіцієнти лінійних спотворень, зручніше виходити не з абсолютних значень, а з їхніх відношень, тобто mx : my : mz = lx : ly : lz. Величини lx = (mx, ly = (my, lz = (mz називають відносними коефіцієнтами лінійних спотворень. При цьому сталий коефіцієнт ( являє собою нормувальний множник, що залежить від кута проектування (, 
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. Значення коефіцієнтів лінійних спотворень знахо​дять за такими формулами: mx = lx / (; my = ly / (; mz = lz / (.

Питання для самоконтролю
1. Як розміщені фронтальна, горизонтальна і профільна площини проекцій?

2. В якому просторі проектується образ тривимірного об’єкта при його паралельному аксонометричному проектуванні?

3. Як розміщують елементи апарату проектування згідно з європейським та американським варіантами?

4. Поясніть механізм паралельного аксонометричного проектування.

5. Яким афінним перетворенням задається зв’язок між просторовими координатами оригіналу і їхніми плоскими зображеннями?

6. Поясніть зміст основного співвідношення паралельної аксонометрії.

7. Під якими кутами зображуються на площині екрана осі ізометричної проекції і якими рівняннями подаються аксонометричні осі?

8. Що таке кут прив’язки, як його вибирають і до чого приводить його зміна?

9. У чому полягає зміст коефіцієнтів лінійних спотворень і як вони пов’язані з елементами лінійного проектувального оператора?

10. Які співвідношення між лінійними спотвореннями покладено в основу класифікації паралельних аксонометричних проекцій?

11. Який зв’язок між лінійними і кутовими спотвореннями аксонометричних проекцій?

12. Яку властивість щодо лінійних спотворень мають паралельні аксонометричні проекції?

13. За яких умов можна побудувати паралельну аксонометричну проекцію?

14. В який спосіб можна забезпечити проектування оригіналу з заданими лінійними спотвореннями?

15. Яким співвідношенням обмежено вибір коефіцієнтів лінійних спотворень?

16. Який зв’язок існує між відносними та абсолютними коефіцієнтами лінійних спотворень?

17. Зобразіть аксонометричні осі й поясніть, як можна визначити кути між аксонометричними осями?

18. Якими рівняннями задаються осі координатної системи в просторі оригіналу?

19. Якими характеристиками різняться окремі види паралельних аксонометрій?

20. Які осі координат вважають аксонометричними?
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3.3. Застосування методу однорідних  координат для перетворе н ня графічних  об’єктів тривимірного простору  


Побудову однорідних координат для перетворення графічних об’єктів у проективному просторі виконуємо так само, як на площині. Спочатку, завдавши осі абсцис Ох, ординат Оу, аплікат Оz і нескінченно віддалену площину, вводимо систему проективних неоднорідних координат, а далі визначаємо однорідні координати. Для точки Р, яка не належить нескінченно віддаленій площині, однорідними координатами вважатимемо будь-яку четвірку чисел х1, х2, х3, х4, які не дорівнюють одночасно нулю і задовольняють умови:
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де x, y, z — неоднорідні координати точки Р. Основні властивості однорідних координат у просторі аналогічні їхнім властивостям на прямій і на площині.
1. Оскільки будь-яка точка, що належить площині, визначається в неоднорідних координатах рівнянням Ax + By + Cz + D = 0, однорідні координати х1, х2, х3, х4 цієї точки завжди задовольняють рівняння Ax1 + Bх2 + Cх3 + Dх4 = 0. Останнє рівняння називатимемо рівнянням точок площини в однорідних координатах. Змінивши коефіцієнти A, B, C, D відповідно на U1, U2, U3, U4, перепишемо це рівняння у вигляді U1x1 + U2х2 + U3х3 + U4х4 = 0.
2. За означенням однорідних координат х1, х2, х3, х4 довільної точки Р хоча б одна з них має бути відмінна від нуля.

3. Жодні чотири точки з набору О, Е, ∞x, ∞y, ∞z не повинні міститися в одній площині.

4. Нескінченно віддалена точка в однорідних координатах х1, х2, х3, х4 визначається за умови, що х4 = 0, а з трьох чисел х1, х2, х3 хоча б одне має бути відмінним від нуля.

Змінюючи всі чотири однорідні координати х1, х2, х3, х4 в однакову кількість разів, завжди можна ту з них, яка відмінна від нуля, зробити такою, що дорівнює одиниці. Отже, завжди можна взяти такі однорідні координати: О (0, 0, 0, 1), Е (1, 1, 1, 1), ∞x (1, 0, 0, 0), ∞y (0, 1, 0, 0), ∞z (0, 0, 1, 0).

Сутність методу однорідних координат полягає в тому, що кожну точку в n-вимірному просторі можна розглядати як проекцію точки з (n + 1)-вимірного простору.
Для того, щоб записати систему координат в однорідному поданні, побудуємо одиничну матрицю відповідного перетворення:
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Цю матрицю утворено з координат точок ∞x, ∞y, ∞z у нескінченності на осях координат, а також початку координат О. Сполучивши попарно точки ∞x, ∞y, ∞z з початком координат, дістанемо зображення координатної системи, що складається з осі абсцис, осі ординат, осі аплікат і початку координат.
Якщо, як це звичайно роблять, ми домовимося вихідні координати кожної точки записувати у вигляді вектора-рядка, то розміщення елементів матриці перетворення буде традиційним, тобто елементи, що відповідають за перенесення графічного об’єкта, записують у четвертому векторі-рядку матриці перетворення, а елементи, що викликають проектування, — у її четвертому векторі-стовпці.

Якщо вихідні координати кожної точки записувати у вигляді вектора-стовпця, як це практикується в робототехніці при опису програми руху робота-маніпулятора, то орієнтація координатних осей здійснюється за стовпцями матриці перетворення, а самі перетворення перенесення і проектування міняються місцями симетрично щодо головної діагоналі матриці перетворення, тобто її четвертий вектор-рядок відповідає за проектування, а четвертий вектор-стовпець — за перенесення графічного об’єкта.

Використовуємо традиційний запис вихідних координат кожної точки у вигляді вектора-рядка 
[image: image29.wmf](
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 що відповідає нормалізованим однорідним координатам.

Тривимірне лінійне перенесення зображення графічного об’єкта визначається матрицею перетворення, в якій кожний нульовий елемент четвертого рядка замінено на відповідне значення переносу: перший — відносно осі абсцис, другий — відносно осі ординат, третій — відносно осі аплікат:
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Діагональні елементи d1, d2, d3 здійснюють часткову зміну масштабів у напрямі відповідних координатних осей:
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Загальну однорідну зміну масштабу дістаємо за рахунок використання четвертого діагонального елемента D:
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Перетворення дзеркального відбиття звичайно характеризується зміною на протилежний знака тієї координати, відносно центра осі якої виконується відбиття. Так, у результаті відбиття графічного об’єкта відносно площини yz змінюється тільки знак координати x:
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Аналогічно, коли йдеться про відбиття відносно площини xz, змінюється тільки знак координати y, що відповідає зміні знака другого елемента головної діагоналі. А відбиттю відносно площини xy відповідає зміна знака координати z, тобто знака третього елемента головної діагоналі. Щоб виконати відбиття графічного об’єкта відносно якоїсь осі координат, необхідно в матриці перетворення змінити знаки тих елементів, осі яких змінюють свій напрям. Отже, у такий спосіб змінюється напрям відповідних координатних осей. Відбиттю щодо осі абсцис відповідає зміна знаків ординати та аплікати, тобто його виконує матриця
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Аналогічно відбиттю графічного об’єкта відносно осі ординат відповідає зміна напряму осей абсцис і аплікат, а відносно осі аплікат —зміна напряму осей абсцис і ординат.
Для відбиття графічного об’єкта відносно початку координат потрібно змінити на протилежні напрями всіх трьох координатних осей, змінивши знаки всіх трьох координат цього об’єкта:
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Зауважимо, що під час обертання графічного об’єкта навколо якоїсь осі координат відповідна координата лишається незмінною, а решта змінюються за законами косинусів і синусів кута повороту. Отже, координатна вісь, навколо якої виконується обертання, має бути збережена в матриці перетворення так само, як і центр координат. Додатним вважають напрям обертання за годинниковою стрілкою, якщо дивитися з початку координат уздовж осі обертання. Візьмемо за вісь обертання вісь абсцис. Тоді перетворення повороту на кут θ навколо осі абсцис Rx(θ) визначається такою матрицею:
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Аналогічно поворот на кут ( навколо осі аплікат Rz(() відбудеться в результаті такого перетворення:
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Повороту на кут ( навколо осі ординат Ry(() відповідатиме дещо інше розміщення знаків тригонометричних функцій елементів матриці перетворення зі збереженням загального принципу обертання:
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Для побудови матриці обертання можна застосувати обертання одиничного куба за аналогією до повороту одиничного квадрата на заданий кут.

Перетворення зсуву зображення графічного об’єкта виконуються за допомогою матриці, відповідні елементи якої являють собою коефіцієнти зсуву:
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де коефіцієнти a1, a2 виконують перетворення зсуву в напрямі осі абсцис, коефіцієнти b1, b2 — у напрямі осі ординат, а c1, c2 — у напрямі осі аплікат.

Три перші елементи четвертого вектора-стовпця матриці перетворення виконують перетворення перспективи.

Питання для самоконтролю
1. Поясніть поняття «проективний простір».

2. Як можна ввести однорідні координати для точки у проективному просторі?

3. Які основні властивості однорідних координат у просторі?

4. Як визначаються однорідні координати нескінченно віддалених точок просторових координатних осей?

5. Яке уявлення про проекцію точки покладено в основу методу однорідних координат?

6. Який вигляд має рівняння точок площини в однорідних координатах?

7. Дайте характеристику складових частин одиничної матриці просторових перетворень графічних об’єктів.

8. У чому полягає різниця між традиційним поданням елементарних графічних об’єктів у комп’ютерній графіці та в робототехніці?

9. Якою матрицею перетворення визначається тривимірне лінійне перенесення зображення графічного об’єкта?

10. У чому подібність і в чому відмінність перетворень часткової і повної зміни масштабу?

11. Охарактеризуйте перетворення дзеркального відбиття відносно координатних площин.

12. В яких випадках при виконанні перетворень відбиття потрібна зміна напряму координатних осей?

13. В який спосіб можна визначити, що виконала матриця: тільки перетворення повороту чи одночасно і додаткове перетворення зміни координат?

14. Яка координата зберігається при обертанні графічного об’єкта?

15. В який спосіб виконують перетворення зсуву в напрямі координатних осей у тривимірному просторі?
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3.4. Форми опису орієнтації та обертання    графічного об’єкт а  


Для опису орієнтації твердого тіла, що обертається навколо точки, відносно абсолютної системи координат Леонард Ейлер (1707—1783) запропонував кілька різних систем — так званих кутів Ейлера, які використовуються в авіації. За допомогою одиничних радіусів Ейлер перейшов від полярних координат до визначення тригонометричних функцій як напрямних відношень. Розглянемо третю систему кутів Ейлера, яка використовується в авіації при опису руху повітряних суден (рис. 3.6).


[image: image41.emf] 

θ  

ψ  

φ  

Пошук  

Тангаж  

Крен  

x  

y  

z 


Рис. 3.6. Третя система кутів Ейлера

Цій системі відповідає така послідовність виконання поворотів: пошук, або поворот R(ψ) на кут ψ навколо осі Oz, що збігається з поздовжньою віссю літального апарата; тангаж, або поворот R(θ) на кут θ навколо осі Ox; крен, або поворот R(φ) на кут φ навколо осі Oy. Загальна матриця потрійного повороту R(ψ, θ, φ) утворюється в результаті множення трьох матриць R(ψ), R(θ) та R(φ).
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Однак для повного опису довільного графічного об’єкта трьох змінних — пошуку, тангажу та крену — замало, а необхідно використовувати всі дев’ять елементів матриці повороту. Матриця повороту визначає положення основних осей системи координат, повернутої відносно абсолютної системи координат.
Зручним апаратом опису скінченних поворотів (рівномірного кутового руху) у тривимірному просторі є алгебра кватерніонів, яку створив Уїльям Роуан Гамільтон (1805—1865). Кватерніон Q = q0 +
+ q1i + q2j + q3k, що в перекладі з латинської означає «по чотири», являє собою впорядковану четвірку дійсних чисел q0, q1, q2, q3, пов’язаних із чотирма базисними компонентами: дійсним числом + 1 та трьома одиничними елементами i, j, k, що мають такі властивості:
i2 = j2 = k2 = –1,   ij = k,   jk = i,   ki = j,   ji = –k,   kj = –1,  ik = –j.
Гамільтон запропонував правило множення так званих уявних одиниць: ii = jj = kk = ijk = –1.
Коли в кватерніона Q компоненти q1, q2, q3 дорівнюють нулю, то він являє собою скаляр, тобто є звичайне дійсне число Q1 = q0. А коли в кватерніона Q компонент q0 дорівнює нулю, то він стає вектором Q2 = q1i + q2j + q3k, тобто напрямленим відрізком у тривимірному просторі, проекції якого на координатні осі Ox, Oy, Oz дорівнюють відповідно q1, q2, q3. При цьому базисні компоненти кватерніона i, j, k подаються у вигляді напрямлених відрізків одиничної довжини, розміщених відповідно на осях Ox, Oy, Oz декартової системи координат. Нагадаємо, що одиничний вектор будь-якої орієнтації називається ортом (від слова «орієнтація»). Отже, у загальному випадку кватерніон Q можна подати як суму його скалярної Q1 та векторної Q2 частин Q = Q1 + Q2.
Позначимо орт вектора Q2 через 
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 де О — початок координат тривимірного простору (рис. 3.7). Він має довжину 
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 Припустимо, що перпендикулярна до вектора Q2 площина α проходить через початок координат. Візьмемо такий кут φ, щоб виконувались дві рівності:
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де 
[image: image48.wmf]Q

 — модуль кватерніона; кут φ — аргумент кватерніона; вісь l, що визначається вектором n, — вісь кватерніона Q. Тоді маємо:
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Рис. 3.7. Геометрія кватерніонів

Отже, підмножинами кватерніонів є дійсні числа (q0, 0, 0, 0), комплексні числа (q0, q1, 0, 0) та вектори чотиривимірного простору (0, q1, q2, q3). Щоб додати (відняти) два кватерніони, потрібно додати відповідні однойменні компоненти q0, q1, q2, q3 цих кватерніонів. Добуток двох кватерніонів Q та Q1 знаходять з урахуванням порядку множення одиничних компонентів:
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Зауважимо, що для множення кватерніонів виконується асоціативний закон, але не виконується комутативний закон, як і в алгебрі матриць. У загальному випадку добуток двох векторів тривимірного простору, записаних у формі кватерніонів, також являє собою кватерніон.
Нехай, наприклад, Q = (0, q1, q2, q3), а Q1 = (0, q1, q2, q3). Тоді їхній добуток
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При цьому вектори розглядаються як окремий випадок кватерніонів. Річ у тім, що саме поняття добутку двох векторів запозичене з числення кватерніонів: узяту зі знаком «мінус» скалярну частину кватерніона, здобутого в результаті множення двох векторних частин кватерніонів-співмножників у векторному численні називають скалярним добутком двох векторів, а векторну частину цього самого добутку — векторним добутком двох векторів.
Обертання графічних об’єктів у тривимірному просторі подають одиничними кватерніонами. Одиничний кватерніон має таку властивість: сума квадратів чотирьох його компонентів дорівнює одиниці: 
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Одиничний кватерніон, що відповідає повороту графічного об’єкта на кут θ навколо одиничного вектора, можна подати кватерніоном 
[image: image54.wmf](
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Зауважимо, що кватерніон –R(n, θ) визначає той самий поворот, що й кватерніон R(n, θ), оскільки поворот на кут –θ навколо осі –n — це те саме, що й поворот на кут θ навколо осі n. Водночас спряжене значення одиничного кватерніона Q* = q0 – (q1i + q2j + q3k), відповідає повороту на той самий кут, що й навколо протилежної осі. Таким чином, спряжене значення одиничного кватерніона дорівнює оберненому значенню цього самого кватерніона. Отже, для одиничного кватерніона Q маємо: QQ* = Q*Q = 1. А для звичайного кватерніона, норма якого не є одиничною 
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 обернений кватерніон визначається як відношення спряженого кватерніона до його норми.
Опишемо, наприклад, поворот графічного об’єкта на прямий кут навколо вектора k, який супроводжується поворотом на прямий кут навколо вектора j, у вигляді добутку кватерніонів:
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Отже, дістали поворот на кут 120° навколо осі, яка утворює однакові кути з осями i, j, k. Зауважимо, що результуючий поворот можна було б визначити й за допомогою звичайних матриць поворотів. Проте одиничні кватерніоні дають простішу форму подання повороту, яка часто спрощує завдання, пов’язані з орієнтацією об’єкта у просторі, наприклад завдання фотограмметрії. Таким чином, для опису поворотів можна застосовувати як матриці обертання, так і кватерніони.

Питання для самоконтролю
1. Що являють собою полярні координати?

2. Яка послідовність виконання поворотів відповідає третій системі кутів Ейлера?

3. У результаті добутку яких матриць утворюється загальна матриця потрійного повороту?

4. Повороти навколо яких осей відповідають пошуку, тангажу та крену?

5. Які дев’ять елементів необхідні для повного опису обертання довільного графічного об’єкту?

6. В який спосіб можна описати положення осей повернутої системи координат відносно абсолютної координатної системи?

7. Що визначає поняття «кватерніон»?

8. Які властивості мають компоненти кватерніонів?

9. Як можна графічно інтерпретувати геометрію кватерніонів?

10. Які підмножини входять до складу кватерніонів?

11. Що являють собою базові компоненти кватерніона?

12. В який спосіб можна формалізувати опис кватерніонів?

13. На які частини поділяють кватерніон?

14. За якими правилами виконується додавання кватерніонів?

15. Які властивості має добуток кватерніонів та з яких компонентів ква​терніонів-множників він формується?

16. Який зв’язок між скалярним та векторним добутком, що розглядається у векторному численні, і складовими добутку кватерніонів?

17. Чому спряжене значення одиничного кватерніона збігається з оберненим значенням цього кватерніона?

18. Який одиничний кватерніон відповідає повороту графічного об’єкта на кут θ навколо одиничного вектора n?

19. Як визначити норму кватерніона, спряжений та обернений кватерніони?

20. Як визначають результируючий поворот за допомогою кватерніонів, описуючи орієнтацію графічних об’єктів?


[image: image57.emf] 

3.5. Тривимірне обертання навколо    довільної   о сі  


Процедура тривимірного обертання навколо довільної осі полягає в лінійному перенесенні зображення, обертанні навколо початку координат та зворотному лінійному перенесенні у вихідне положення.

Припустимо, що існує довільна вісь обертання 
[image: image58.wmf]ON
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, яка зміщена так, що вона проходить через початок координат О системи координат xyz (рис. 3.8). Нехай точка виконує обертання на зміщеному об’єкті навколо вісі 
[image: image59.wmf]ON
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, перпендикулярної площини α, на кут θ по траєкторії кола радіусом R, розміщеного на цій площині. Розглянемо ділянку цієї траєкторії між положеннями точок P і P*, перше з яких вважатимемо початковим, а друге (здобуте в результаті виконання точкою обертання на кут θ) — перетвореним. Зорієнтуємо довільну вісь обертання за допомогою системи координат із центром Оxyz та спрямуємо вздовж довільної осі 
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 одиничний вектор n.
Напрямні косинуси n1, n2, n3 — це компоненти одиничного вектора n. Для будь-якого довільного вектора 
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 цей одиничний вектор визначається співвідношенням 
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 де |Q| є абсолютна величина вектора, 
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, а і, j, k — проекції одиничного вектора n, відкладені відповідно вздовж осей координат x, y, z. Звідси випливає, що 
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де (, (, ( — кути між одиничними векторами n та і, j, k відкладеними по осях координат x, y, z.
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Рис. 3.8. Обертання точки навколо довільної осі

Точка Q — довільна точка на осі 
[image: image68.wmf]ON
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 (а не кінець одиничного вектора n), Q(q1, q2, q3), тому напрямні косинуси визначаємо за такими формулами:
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Отже, одиничний вектор подається у вигляді 
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 або, у матричній формі, 
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Визначимо скалярний та векторний добуток векторів, які знадобляться в подальших міркуваннях щодо векторів Р і Р*. Оскільки 
[image: image74.wmf](
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 то скалярний добуток P · n = xn1 + yn2 + zn3 можна подати в матричній формі:
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Цей самий скалярний добуток можна записати ще й так:
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де φ — кут між векторами P і n.
Векторний добуток подамо у вигляді:
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Можливий і такий запис:
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де φ — кут між векторами n і P.
Перетворена точка 
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 матиме координати 
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 відносно перетвореної системи координат x*y*z*, осі та початок якої збігаються з осями й початком вихідної системи координат xyz.
Виконаємо допоміжні геометричні побудови. Сполучимо точки P і P* з початком координат Оxyz та точкою Q напрямленими відрізками (див. рис. 3.8). Із точки P* опустимо перпендикуляр P*S на вектор 
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, а далі, сполучивши точку S із початком координат Оxyz та точками Q і P*, дістанемо вектори 
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 та 
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Нехай вектор 
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 утворює з віссю 
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 кут φ. Тоді справджується система рівнянь:
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Оскільки |
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 то виконуються такі співвідношення:
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Отже, маємо:
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Візьмемо тепер до уваги положення векторів у відповідних площинах та їхні напрями. Довільний вектор Q являє собою проекцію вектора Р на вісь обертання 
[image: image96.wmf].
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 Модуль цього вектора визначається згідно з формулою скалярного добутку, а його напрям збігається з напрямом одиничного вектора n. Рівняння вектору Р* можна записати через вираз довільного вектора Q, скалярний добуток різниці між вектором Р та вектором Q і векторний добуток вектора Р та одиничного вектора n:
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З урахуванням скалярного та векторного добутку векторів маємо:

[image: image98.wmf](

)

(

)

(

)

*

1coscossin,

OPOPOPOP

=×-q+q+´q

nnn

uuuur

uuuruuuruuur


або
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Це рівняння описує перетворену точку через координати вихідної точки, кут обертання та напрямні косинуси осі обертання. Подамо це рівняння в матричній формі, скориставшись матричною формою запису скалярного та векторного добутку:
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Питання для самоконтролю
1. Поясніть алгоритм обертання геометричного об’єкта навколо довільної точки.

2. У чому полягає процедура обертання навколо довільної осі?

3. Що необхідно визначити перед виконанням довільного обертання навколо довільної осі?

4. Через які змінні необхідно виразити координати обертової точки, щоб визначити елементи матриці обертання?

5. Подайте графічно одиничний напрямний вектор та зазначте його координати.

6. Як визначити одиничний вектор, знаючи довільний вектор?

7. Яким чином визначається скалярний добуток вектора довільної точки та одиничного вектора осі, яка проходить через початок координат?

8. Запишіть співвідношення, за допомогою якого визначається векторний добуток одиничного вектора осі, яка проходить через початок координат, та вектора довільної точки у тривимірному просторі.

9. Через яке співвідношення записується рівняння, що визначає перетворену внаслідок обертання навколо довільної осі точку у просторі відносно вихідної?

10. Чому дорівнюють модулі (абсолютні величини) векторів 
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3.6. Ортогональне аксонометричне  проектування  


Коли напрям паралельного афінного проектування на площину зображення перпендикулярний до цієї площини, то аксонометрія є ортогональною, або нормальною. Ортогональне аксонометричне проектування графічних об’єктів дає найбільш наочне зображення завдяки тому, що при розгляді будь-якого предмета спостерігач перебуває перед ним, а в такому разі площину зображення найзручніше уявляти собі перед зображуваним предметом або за ним.
Ортогональне аксонометричне проектування, що відповідає куту ( = ( / 2, має властивість 
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, тобто сума квадратів коефіцієнтів лінійних спотворень мінімальна.
Зауважимо, що тільки в ортогональній аксонометрії сфера подається сферою, а її плоский контур зображується колом.

Побудову ортогональних аксонометрій почнемо зі спрощення виразів, що її описують. Нормувальний множник 
[image: image105.wmf]u

 для кута ( = ( / 2 набирає вигляду:
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оскільки 
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Коефіцієнти лінійних спотворень визначимо відповідно так:
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Беручи до уваги те, що одиничний вектор n і вектор напряму проектування μ рівні між собою, тобто 
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, дістаємо вирази для коефіцієнтів лінійних спотворень:
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Напрямні косинуси проектувальних променів такі:
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Для ортогонального аксонометричного проектування кути між аксонометричними осями координат визначаються за формулами: 
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Із цих виразів випливає, що коли проектувальні промені в просторі оригіналу утворюють гострі кути (, (, ( з осями координат ори​гіналу (проектування в першому октанті), то кути (yx, (xz, (zy між аксонометричними осями тупі, хоча насправді кожний із них прямий. У цьому полягає один із проявів кутових спотворень. Нагадаємо, що при ортогональному аксонометричному проектуванні площина, на яку проектуємо графічний об’єкт разом із його системою координат і масштабними коефіцієнтами по осях, не перпендикулярна ні одній з головних координатних осей, а перпендикулярна тільки проектувальним променям.

Підставивши в наведені щойно формули вирази для напрямних косинусів, дістаємо співвідношення для визначення кутів між аксонометричними осями через відносні коефіцієнти лінійних спотворень:
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Маючи ці вирази для кутів між аксонометричними осями, а також вирази mx, my, mz через lx, ly, lz, можемо розв’язати задачу побудови ортогонального проектувального оператора за заданими коефіцієнтами відносних лінійних спотворень.

Для того щоб засобами комп’ютерної графіки відтворити предмет у заданій паралельної проекції, необхідно визначити відповідну матрицю перетворення координат. Зауважимо, що останній вектор-стовпець в узагальненій матриці паралельного перетворення розмірну 4 × 4 має бути такий: перші три нулі, а четверта — одиниця.
За цієї умови можна подати узагальнену орієнтацію системи точок відносно координатної системи, зберігши одиничне значення однорідної координати.
Матриця ортогонального аксонометричного перетворення здійснює тільки обертання. Координатні осі під час проектування зберігають ортогональність.
Зазначимо, що будь-яке ортогональне аксонометричне перетворення з високою ймовірністю заздалегідь можна вважати триметричним, оскільки розмістити аксонометричні осі точно диметрично чи ізометрично без додаткової інформації чи спробних поворотів досить складно.
Щоб дістати співвідношення для диметричних та ізометричних ортогональних проекцій, потрібно взяти до уваги той факт, що комбіновані обертання, виконувані слідом за проектуванням із центра, який лежить у нескінченності, становлять основу для побудови аксонометричних проекцій усіх типів.

Наприклад, розглянемо обертання на кут φ навколо осі ординат, слідом за яким виконаємо обертання на кут ( навколо осі абсцис. Для цього знайдемо комбіновану матрицю обертань:
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За допомогою такої матриці одиничний вектор осі абсцис 
[image: image128.wmf](
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 перетвориться до вигляду, що його має перший рядок цієї матриці:
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де  x* = cosφ,  y* = sinφsin(,  z* = –sinφcos(. 
Аналогічно, одиничний вектор на осі ординат 
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 перетвориться до вигляду, що його має другий рядок матриці перетворення:
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де  x* = 0,  y* = cos(,  z* = sin(.
Одиничний вектор на осі аплікат 
[image: image132.wmf](
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 перетвориться до вигляду, що його має третій рядок матриці перетворення:
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де  x* = sinφ,  y* = –cosφsin(,  z* = cosφcos(.

Щоб побудувати діметричну проекцію графічного об’єкта, потрібно значення двох перетворених одиничних векторів скоротити в однакову кількість разів. Зменшимо перетворений одиничний вектор по осі аплікат до значення 1/2 за умови:
sin2φ + cos2φ sin2( = (1/2)2.

Урахувавши тотожність cos2φ = 1 – sin2φ, дістанемо:

sin2φ + (1 – sin2φ)sin2( = 1/4.

Порівнявши значення векторів осей абсцис і ординат, запишемо:

cos2φ + sin2φsin2( = cos2(.

Скориставшись тотожністю cos2( = 1 – sin2( і попередньою тотожністю для кута φ, дістанемо:
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Підставивши sin2φ у рівняння для скороченого вдвічі вектора осі аплікат, запишемо рівняння для кута (:

8sin4( – 9sin2( + 1 = 0.

Розв’язок цього рівняння ( = 20,705°. Тоді кут φ = 22,208°. Підставивши значення тригонометричних функцій цих кутів у комбіновану матрицю обертання, дістанемо матрицю диметричного проектування:
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Щоб побудувати ізометричну проекцію графічного об’єкта, потрібно вносити тільки однакові лінійні спотворення вздовж аксонометричних осей. За однакового скорочення всіх трьох осей необхідно, щоб виконувалися такі два співвідношення:
cos2φ + sin2φ sin2( = cos2(,    sin2φ + cos2φ sin2( = cos2(.

Із цих співвідношень відповідно маємо:
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Звідси, скориставшись таблицями тригонометричних функцій, знайдемо ( = 35,26439°. Тоді φ = 45°.
Визначимо тепер кут (, що його вісь абсцис утворює з горизонталлю. З цією метою скористаємося співвідношенням 
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 звідки випливає, що кут 
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 Підставивши значення ізометричних кутів φ і ( у комбіновану матрицю обертань, дістанемо матрицю ізометричного проектування:

[image: image140.wmf]0,7071070,4082480,5773530

00,8165970,5773450

.

0,7071070,4082480,5773530

0001

i

R

-

æö

ç÷

ç÷

=

ç÷

-

ç÷

èø


Питання для самоконтролю
1. В якому випадку паралельне аксонометричне проектування є ортогональним?

2. Яку властивість мають ортогональні аксонометричні проекції?

3. Який зв’язок існує між відносними коефіцієнтами лінійних спотворень і напрямними косинусами?

4. За допомогою якого перетворення можна перейти від ортогональної диметрії до ізометрії?

5. У чому полягає прояв кутових спотворень при побудові нормальних паралельних аксонометричних проекцій?

6. Як розміщується картинна площина при ортогональному аксонометричному проектуванні?

7. За допомогою якого перетворення можна перейти від ізометрії до ортогональної диметрії?

8. Як можна виразити коефіцієнти абсолютних лінійних спотворень через відносні при нормальному аксонометричному проектуванні?

9. Які види перетворень виконує матриця ортогонального аксоно​метричного проектування?

10. На підставі яких властивостей паралельної диметричної аксонометрії можна створити диметричну проекцію графічного об’єкта?

11. Як можна перейти від комбінованої матриці обертань до матриці диметричного проектування?

12. Які співвідношення ортогональної паралельної аксонометрії мають виконуватися при однаковому скороченні всіх трьох осей?

13. Як можна перейти від комбінованої матриці обертань до матриці ізометричного проектування?

14. В який спосіб можна дістати матрицю комбінованих аксонометричних обертань?

15. Чи можна вважати матрицею аксонометричних перетворень комбіновану матрицю обертань, послідовність поворотів у якій виконується у зворотному порядку?


[image: image141.emf] 

3.7. Ортографічні аксонометричні проекції  


При ортографічному паралельному аксонометричному проектуванні площина зображення збігається з однією з координатних осей чи паралельна їй. Ортографічну проекцію на нульову площину, перпендикулярну до кожної з трьох ортогональних осей, дістаємо в тому разі, коли відповідні стовпець і рядок матриці перетворення розміру 4 × 4 містять тільки нульові елементи. Проекція на площину YOZ являє собою вигляд збоку (х = 0) — профільну ортографічну проекцію. Проекція на площину ХОY — вигляд спереду (z = 0) — це фронтальна ортографічна проекція. Нарешті, горизонтальна ортографічна проекція, або вигляд згори (у = 0) являє собою проекцію на площину XOZ.

Очевидно, що коли точка Р має однорідні координати 
[image: image142.wmf](
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, то її ортографічна проекція Р* на площину YOZ матиме координати 
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Проектування точки Р на площину YOZ запишемо у вигляді такого перетворення:
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або, у скороченому матричному вигляді: 
(P)(M(x = 0)) = (P*),

де M(x = 0) — матриця перетворення, за допомогою якої виконується ортографічне проектування на площину х = 0 (YOZ).

Проектування графічного об’єкта на площину XOZ виконується з використанням матриці перетворення M(у = 0), а на площину XOY — з використанням матриці перетворення M(z = 0), де
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Якщо площина ортографічного проектування паралельна координатній площині, то необхідно помножити відповідну матрицю ортографічного проектування на матрицю перенесення.
Наприклад, ортографічне проектування на площину х = l, паралельну площині YOZ, можна подати такою матрицею перетворень:
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або, у скороченому матричному вигляді:

M(x = 0) T(l) = M(x = l),

де T(l) — матриця перенесення; M(x = l) — матриця ортографічного проектування на площину х = l. 
За аналогією запишемо матриці перетворення M(у = m) для проектування графічних об’єктів на площину y = m, паралельну площині XOZ, і M(z = n) — на площину z = n, паралельну площини XOY:
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Точку перетину прямої лінії з відповідною площиною називатимемо слідом цієї прямої. Кожна пряма, якщо вона не належить жодній з координатних площин ортографічного проектування, може мати три сліди: горизонтальний — у точці її перетину з горизонтальною площиною H, фронтальний — у точці її перетину з фронтальною площиною F і профільний слід — у точці її перетину з профільною площиною Р. Горизонтальні, фронтальні й профільні прямі ортографічних проекцій мають тільки по два відповідних сліди.

Питання для самоконтролю
1. Яку дію необхідно виконати, коли площина при ортографічному проектуванні паралельна координатній площині?

2. Які однорідні координати матиме ортографічна проекція точки на площину XOY?

3. За допомогою якої матриці перетворення виконується ортографічне проектування графічного об’єкта на площину XOZ?

4. Чому прямі, розміщені на площинах ортографічного проектування, мають тільки по дві точки сліду?

5. Який вигляд має матриця ортографічного проектування графічного об’єкта на площину y = m?


[image: image148.emf] 

3.8. Косокутне паралельне    аксонометричне проектування  


Паралельні аксонометричні проекції, для побудови яких використовується пучок паралельних прямих (проекторів), не перпендикулярних до площини екрана, називатимемо косокутними.

Найбільшого поширення набули такі види косокутних паралельних проекцій.
1. Вільна проекція, при якій кут нахилу проектувальних променів до площини екрана дорівнює половині прямого, тобто 45°. Ця проекція інакше називається проекцією Ковальє: дві осі здаються взаємно перпендикулярними і не скорочені, а третя вісь нахилена до горизонталі і також не скорочена.

2. Кабінетна проекція — окремий випадок вільної проекції, коли масштаб по третій осі зменшується вдвічі. Інакше ця проекція називається проекцією Кабіне, на честь її автора, котрий запропонував корочувати вдвічі третю вісь у цій проекції.
3. Сполучена косокутна аксонометрична проекція, для якої характерні однакові спотворення по двох осях. Це, по суті, кабінетна диметрія, а кути між аксонометричними осями такі: ψух = ψхz = 3(/4, ψzу = (/2.

Внесені в зображення спотворення істотно визначаються кутом проектування. Для відшукання співвідношень, що пов’язують кут проектування з основними характеристиками паралельних проекцій, запишемо рівняння площини зображень у просторі оригіналу:
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де r = {x, y, z} — радіус-вектор; n = {cos(n, cos(n, cos(n} — одинич​ний вектор; D — скаляр.
Запишемо також рівняння проектувального променя, що проходить через точку r* = {x*, y*, z*} паралельно вектору μ = {cos((, cos((, cos((}, що задає напрям проектування :

(r – r*)( = 0.
З метою спрощення візьмемо D = 0. У такому разі площина зображень проходить через початок координат простору оригіналу. Кут проектування ( обчислимо через вектори μ і n:
sin( = cos(n cos(( + cos(n cos(( + cos(n cos(( ,
де (n, (n, (n — кути одиничного вектора n, а ((, ((, (( — кути вектора μ, що задає напрямок проектування.

Для встановлення зв’язку кута проектування з коефіцієнтами лінійних спотворень mx, my, mz спроектуємо одиничні орти i, j, k на площину зображень у напрямі вектора μ. Кожному орту на площині зображень відповідає вектор, модуль якого являє собою відповідний коефіцієнт лінійних спотворень.

Наведемо результат спільного розв’язування рівняння площини зображень і рівняння проектувального променя при D = 0, що являтиме собою r-проекцію довільної точки r* на площині зображень, тобто точку перетину площини зображень із проектувальним променем:
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 визначається взаємною орієнтацією площини зображень і проектувальних променів.
Розмістимо вектори mx, my, mz, що належать площині зображень, на аксонометричних осях. Тоді |mx| — коефіцієнт лінійного спотворення вздовж осі абсцис, |mу| — уздовж осі ординат, а |mz| — уздовж осі аплікат, тобто координатні осі беремо ті самі, що й при ортогональній аксонометрії, але кут проектування відмінний від прямого (( ( ( / 2).

Додавши квадрати лінійних спотворень уздовж аксонометричних осей, дістанемо одне з основних співвідношень паралельного проектування:

[image: image152.wmf]2222

11sin,

xyz

mmm

++=+j

  або  
[image: image153.wmf]2222

2ctg

xyz

mmm

++=+j

.
Розглянемо косокутну аксонометричну паралельну проекцію на площину xy одиничного куба (рис. 3.9) та довільної точки 
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 Оскільки z = 0, то косокутно перетворена точка P* в цій косокутній проекції матиме координати 
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Рис. 3.9. Косокутна паралельна проекція одиничного куба 
(точка P*1 — проекція точки P1(0, 0, 1), точка P*2 — проекція точки P2(1, 0, 1), 
точка P*3 — проекція точки P3(1, 1, 1), P*4 — проекція точки P4(0, 1, 1))

Нехай косокутна проекція осі аплікат утворює з віссю абсцис кут (. Тоді перетворена точка 
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 матиме координати 
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 якщо до цього перетворення точка P1 мала координати 
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Аналогічно точка 
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 в результаті такого косокутного перетворення спроектується в точку 
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 Точки 
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 перетворяться відповідно в точки 
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Решту точок куба не розглядаємо, оскільки їхні координати в результаті цього косокутного перетворення не змінилися. Напрям косокутного перетворення точки P1 на площину зобразимо у вигляді променя-проектора, що збігається з відрізком прямої 
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 (рис. 3.10). Очевидно, що інші проектувальні промені 
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 паралельні йому.
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Рис. 3.10. Косокутна паралельна проекція точок
За означенням у разі косокутної аксонометричної паралельної проекції проектори утворюють із площиною проекцій кут, відмінний від прямого. Припустимо, що промінь проектора утворює з площиною xy кут (. На рис. 3.11 зображено типові косокутні проектори, що збігаються з відрізками прямих ліній Pk P0 і Pk P1, Pk P*1, утворюючи з площиною проекції xy кут (. Усі можливі проектори виконаного косокутного аксонометричного паралельного перетворення, що проходять через точки Pk та Oxyz, утворюючи з площиною z = 0 кут проектування (, містяться на поверхні конуса з вершиною в точці Pk або Oxyz. Отже, для кожного заданого кута ( існує нескінченна кількість косокутних аксонометричних паралельних проекцій.


[image: image171.emf] 

z  

y  

φ  

θ  

k  

– a  

– b  

P k  

P 1   ( 0 ,  0 ,  1 )  

О  

P * 1  

a  

b  

x  

φ  


Рис. 3.11. Побудова косокутної проекції

Матриця двовимірного перетворення, що ортогональне до осі z і проектує точку P1 в точку Pk, має такий вигляд:
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Це перетворення дає змогу дістати відрізок прямої PkO з відрізка P1O. У тривимірному просторі таке двовимірне перетворення перенесення еквівалентне тривимірному перетворенню зсуву вектора 
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 в напрямах осей абсцис і ординат:
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Оскільки для ортографічної аксонометричної паралельної проекції на площину z = 0 вектор 
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 визначає напрям проектувальних променів, задамо відповідне проектування за допомогою матриці:
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Напрям осі z збігається з третім рядком матриці M3, тобто визначається як 
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 або, з урахуванням координат точки 
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 Отже, з огляду на відповідність абциси та ординати (див. рис. 3.11) дістанемо:
a = k cos θ,   b = k sin θ,
де θ — кут між горизонтальним променем-проектором і площиною проекції, тобто між горизонталлю та косокутно спроектованою віссю аплікат z; ( — кут між косими проекторами та площиною проекцій z = 0, ( = arctg k; k — довжина спроектованого на вісь z одиничного вектора, або ребра одиничного куба, що відбиває вплив лінійних спотворень, внесених цією косокутною проекцією.

На рис. 3.12 подано два зображення довільної точки P і косокутного проектора, паралельного прямій 
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 наведеній на рис. 3.10.
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Рис. 3.12. Косокутна паралельна проекція (xk, yk, 0) 
довільної точки (x, y, z)

Рівняння для координат x і y проектора як функції подаються у вигляді:
x = lz + a,    y = mz + b.

Розв’язавши ці рівняння відносно перетворених координат xk та yk, дістанемо:
xk = x + z k cos θ,   yk = y + z k sin θ.
Наведені далі дві матриці косокутного аксонометричного паралельного перетворення саме й виконують ці дії залежно від того, в якій точці — Pk чи Oxyz — міститься вершина косокутного конуса:
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Якщо k = 1, тобто не спотворюються ребра одиничного куба перпендикулярні до площини проекції, дістаємо косокутну аксонометричну паралельну проекцію Ковальє. У цьому разі ( = arctg(1) = 45°, а кут ( — вільний параметр.
Якщо 
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 = 63,435° і маємо косокутну аксонометричну паралельну проекцію Кабіне, де кут ( — змінна величина.

Якщо k = 0, то ( = 90° і дістаємо ортографічну аксонометричну паралельну проекцію.

Питання для самоконтролю
1. Що спільного мають вільна та кабінетна проекції і чим вони різняться?

2. Які кути між аксонометричними осями в разі сполученої косокутної аксонометрії?

3. Який вигляд має рівняння площини зображення в просторі оригіналу?

4. Як визначити точку перетину площини зображень із проектувальним променем?

5. Який зміст має основне співвідношення паралельного аксонометричного проектування та в чому його особливість для косокутного та ортогонального проектування?

6. Чи можна дістати похилі проекції на зразок типу ортографічних проекцій?

7. Які проекції можна використовувати для утворення стереопари?

8. Який зв’язок кута проектування з коефіцієнтом лінійних спотворень при косокутному паралельному проектуванні?

9. Який вигляд має косокутна проекція сфери; її контур?

10. Під яким кутом перетинається картинна площина з проектувальними променями при косокутному аксонометричному проектуванні?

11. Чому при визначенні координат вершин косокутно перетвореного одиничного куба можна скористатися правилами тригонометрії, що стосуються прямокутних трикутників?

12. На якій поверхні містяться косокутні проектори?

13. Яка кількість косокутних аксонометричних паралельних проекцій існує для заданого кута косокутного проектування (?

14. В якому разі перетворення двовимірного перенесення може бути еквівалентним тривимірному перетворенню зсуву?

15. Як можна знайти значення абсциси та ординати косокутно спроектованого графічного об’єкта?

16. Чому матриця косокутного аксонометричного паралельного проектування має в одному випадку від’ємне, а в другому — додатне значення компонентів зсуву?

17. Який вплив має коефіцієнт спотворень, зумовлених косокутним аксонометричним паралельним проектуванням, на абсцису та ординату перетворених графічних об’єктів?

18. Яку роль у проекції Ковальє відіграє кут між віссю абсцис і площиною проекції?

19. Яка різниця між проекціями Ковальє та Кабіне?

20. При яких значеннях параметрів косокутне аксонометричне паралельне проектування перетворюється на ортографічне аксонометричне паралельне проектування?
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3.9. Перспективне аксонометричне  проектування  


Центральне, або перспективне, аксонометричне проектування являє собою відображення тривимірного об’єкта на деяку поверхню — так звану картинну площину конусним пучком променів-проекторів, вершина якого є центром проекції. Як правило, екран пристрою візуалізації має прямокутну форму. Конус, утворений пучком променів-проекторів прямокутного перерізу з вершиною, що збігається з центром проекції, називають пірамідою видимості, а його переріз — кадром, або сценою. Картинна площина розміщується, як правило, перпендикулярно тільки до одного центрального променя, що відповідає лінії візування сцени.

Апарат центрального аксонометричного проектування складається з розміщеного від картинної площини на відстані S, незрівнянно меншій від нескінченності (S 
[image: image186.wmf]=

∞), центра проектування, пучка проектувальних променів, картинної площини проекцій (, графічного об’єкта і системи координат. Механізм утворення центральної проекції в європейському варіанті ілюструє рис. 3.13, а в американському — рис. 3.14.
Якщо центр проектування розмістити між площиною проекцій і проектованим об’єктом, то зображення графічного об’єкта вийде переверненим відносно оригіналу. При цьому особливо чітко виявляється характерна риса центральної проекції, яка полягає в тім, що зображення на картинній площині просторових об’єктів, які перебувають на різних відстанях від центра проектування, істотно різняться за масштабами.
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Рис. 3.13. Європейський варіант побудови 
центральної проекції
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Рис. 3.14. Американський варіант побудови 
центральної проекції

Розглянемо визначення масштабу аерознімка як відношення довжини d деякого зображеного на ньому відрізка ab до довжини D цього самого відрізка AB на земній поверхні (рис. 3.15). Центр проектування S, в якому перебуває об’єктив фотоапарата, міститься на фокусній відстані f від картинної площини ( аерофотознімка і на висоті зйомки H від земної поверхні. З подібності трикутників bSa і BSA випливає, що 
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Рис. 3.15. Визначення масштабу аерознімку

У загальному випадку картинна площина, на якій будуються перспективи, похила. Особливістю побудови центральної проекції є така вимога: відстань від центра проекції до картинної площини має бути набагато меншою за нескінченність. Усі трасувальні промені проекторів, що формують на картинній площині перспективне зображення графічного об’єкта, проходять через центр проекції. Фізичним пристроєм, що реалізує на практиці центральне проектування, є об’єктив. При звичайному візуальному спостереженні роль об’єктива виконують очі, а центром проекції є точка зору.

Питання для самоконтролю
1. У чому полягає особливість центрального проектування при різних положеннях центра проектування, картинної площини і проектованого об’єкта?

2. Як можна визначити масштаб аерознімка?

3. Як утворюється піраміда видимості?

4. Які характерні особливості має центральне проектування.

5. Який фізичний пристрій реалізує на практиці центральне аксонометричне проектування?
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3.10. Точки сходу перспектив    паралельних прямих  


Припустимо, що пряма OS, яка проходить через точку S площини ( (рис. 3.16), паралельна площині (. Тоді точці S відповідає нескінченно віддалена точка S(. Прямі, що перетинаються на площині ( у точці S, перетинаються своїми проекціями в точці S∞ . Таким чином, будь-які дві прямі неодмінно перетинаються, причому паралельні прямі перетинаються в нескінченно віддаленій точці, а нескінченно віддалена пряма перетинається з будь-якою іншою прямою в її нескінченно віддаленій точці. Пряму, доповнену нескінченно віддаленою точкою, називатимемо проективною прямою.
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Рис. 3.16. Модель перетину паралельних прямих ліній 
у нескінченно віддаленій точці
Розглянемо кілька паралельних прямих а || b || c... у просторі (рис. 3.17). Усі паралельні прямі одного напряму перетинаються в нескінченно віддаленій точці F∞, яку називають невласною, оскільки такий перетин відбувається в результаті уявного продовження цих прямих, а сама зазначена точка неначе їм і не належить. Перетинаючись у невласній точці, ці прямі утворюють сукупність, яку називають в’язкою.
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Рис. 3.17. Точка сходу перспектив паралельних прямих  a, b і c; 
(' — площина проекцій, на якій будується перспектива

Для побудови перспективи F1 нескінченно віддаленої точки F∞ проведемо з точки зору S у точку F( проектувальний промінь d і побудуємо точку перетину цього променя з картинною площиною ((. Здобута точка F1 — це шукана перспектива точки F(. Оскільки всі паралельні прямі однієї в’язки сходяться в точці F( , то перспективи a(, b(, c(, ... таких прямих сходяться в перспективі F1 цієї точки. Така точка F1 називається точкою сходу перспектив паралельних прямих.

Очевидно, що для перспектив паралельних прямих кожної іншої в’язки буде своя точка сходу. Проектувальний промінь d, проведений для побудови точки сходу F1, іде в нескінченно віддалену точку F( в’язки паралельних прямих, а тому він паралельний прямим в’язки d || a || b || c. Звідси випливає, що для побудови точки сходу перспектив паралельних прямих досить через точку зору S провести пряму d, паралельну вихідним прямим a || b || c..., і позначити точку F1 її перетину з картинною площиною ((, яка й буде шуканою точкою сходу.

Домовимося сукупність трьох точок, не розміщених на одній прямій, і трьох прямих, що попарно сполучають ці точки, називати тривершинником.
Розглянувши два тривершинники (рис. 3.18) з вершинами відповідно А, В, С і А', В', С', Жерар Дезарг (1591—1661) довів дві важливі стосовно перспективних перетворень теореми, на базі яких будують точки сходу та інші елементи перспективи. Пряму лінію, на якій містяться точки перетину відповідних сторін тривершинників, вважатимемо віссю симетрії перспективи, а точку, в якій збігаються прямі, що сполучають відповідні вершини, назвемо центром перспективи.
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Рис. 3.18. Два тривершинники

Пряма теорема Дезарга. Якщо відповідні сторони тривершинників А, В, С і А', В', С' перетинаються в точках P, Q, R, розміщених на одній прямій, то прямі, що сполучають відповідні вершини, збігаються в одній точці.

Справджується й обернена теорема Дезарга. Якщо прямі, які сполучають відповідні вершини тривершинників А, В, С і А', В', С', збігаються в одній точці, то відповідні сторони цих тривершинників перетинаються в точках, розміщених на одній прямій.
Отже, згідно з цими теоремами маємо: що якщо два тривершинники мають вісь перспективи, то вони мають і центр перспективи, та навпаки.
Питання для самоконтролю
1. Чому всі паралельні прямі одного напряму перетинаються в одній невласній точці?

2. В який точці збігаються перспективи прямих однієї в’язки?

3. Які дії необхідно виконати для побудови точки сходу перспектив паралельних прямих?

4. Чи є насправді центр проекцій точкою зору?

5. У чому різниця між тривершинником і трикутником?

6. Що розуміється під проективною прямою?

7. Чи можна вважати тривершинником три прямі, що попарно сполучають три точки, не розміщені на одній прямій?

8. Де відбувається перетин нескінченно віддаленої прямої з будь-якою іншою прямою площини?

9. Якщо дві прямі перетинаються на площині, то де перетинаються їхні проекції?

10. У чому сенс першої теореми Дезарга?
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3.11. Основні елементи перспективи  


Центром проекцій, або точкою зору, назвемо точку S, через яку проходять всі проектувальні промені, напрямлені в зображувані точки предмета. Точка S1 (рис. 3.19, 3.20) перетину предметної площини Π1 з вертикальною прямою, опущеною з точки зору, є основою точки зору. При цьому відстань SS1 вважається висотою точки зору.
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Рис. 3.19. Основні елементи перспективи на похилій площині

Екранна, або картинна, площина П1, на якій будуються перспективні проекції графічних об’єктів, у загальному випадку розміщується похило і утворює деякий кут ( з горизонтальною предметною площиною П1. Завжди горизонтально розміщена лінія о перетину картинної площини П' із предметною площиною П1 називається основою картини.

Якщо через центр проекції S провести горизонтальну площину (, то ця площина буде площиною обрію, причому лінію h її перетину з картинною площиною П' називають лінією обрію. Саме на цій лінії h містяться точки сходу перспектив усіх горизонтальних прямих.

Через центр проекції S паралельно картинній площині П' проходить так звана нейтральна площина (, лінія перетину якої з предметною площиною П1 є нейтральною лінією n.
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Рис. 3.20. Спрощене умовне подання елементів перспективи

Вертикальна площина (, яка проходить через точку зору S і перпендикулярна до картинної та предметної площин, називається площиною головної вертикалі. Вона перетинає картинну площину по прямій P'S', яку називають головною вертикаллю картини. При цьому точка P перетину картинної площини з перпендикуляром, опущеним на неї з точки зору S, називається головною точкою картини і, природно, міститься на головній вертикалі. Відстань SP від точки зору S до головної точки P вважається головною відстанню.

Точки перетину головної вертикалі S'P' з основою картини P1 і лінією обрію P' є відповідно основою головної точки і головною точкою сходу картини, або головною точкою обрію. При цьому відстань SP' узято за головну горизонтальну відстань. Точка M1 перетину площини головної вертикалі з нейтральною лінією n на​зивається головною точкою сходу предметної площини. Точка S' перетину картинної площини з вертикальною прямою, опущеною з точки зору S, називається точкою надиру.

Якби картинна площина була нахилена «на глядача», то точка S' містилася б вище від точки зору S і називалася б точкою зеніту. У точці зеніту S' сходяться перспективи вертикальних прямих. Таким чином, головними елементами апарату центрального проектування є точка зору S, предметна і картинна площини. Положення цих елементів відносно один одного і зображуваного предмета потрібно вибирати так, щоб забезпечити найбільш наочне і правильне відображення потрібної видимої форми предмета-оригіналу згідно зі специфічними вимогами комп’ютерної графіки. При побудові перспектив паралельні прямі графічного об’єкта групуються в три в’язки (рис. 3.21), паралельні відповідно кожному з трьох взаємно перпендикулярних головних напрямів — довжині, ширині і висоті. Тому й виникають три точки сходу F1, F2 і F3.

[image: image200.emf] 

A  

F 3  

A '  

F 1  

h  

S  

F 2  

d  

Довжина  

Глибина 

Висота  


Рис. 3.21. Точки сходу перспектив паралельних прямих 
на похилій площині

Поняття в’язки дуже умовне. Воно узагальнює поняття пучка на випадок паралельних прямих, котрі сходяться десь у нескінченності в одну точку при їх уявному продовженні. Очевидно, що для перспектив паралельних прямих кожної окремої в’язки буде своя точка сходу. Отже, існують точки F1 і F2 сходу перспектив горизонтальних прямих, розміщені на лінії обрію і відповідні лініям, паралельним довжині та ширині графічних об’єктів, і перспектив вертикальних прямих, що відповідають лініям, паралельним висоті графічних об’єктів. Якщо картинна площина похила, то вертикальні прямі і лінії висот об’єкта не паралельні їй. Не паралельний картинній площині і проектувальний промінь d, паралельний цим прямим. Тому він перетинає картинну площину у власній точці F3, розміщеній на скінченній відстані від центра S. Точки сходу перспектив усіх вертикальних прямих графічних об’єктів завжди містяться на лінії головної вертикалі картини, або сцени. Щоб відрізнити їх від точок сходу перспектив горизонтальних прямих, для перспектив вертикальних прямих вживають додаткову назву — точки сліду.
Зауважимо, що зі збільшенням кута ( і наближенням картинної площини до вертикального положення точка надиру (зеніту) віддаляється в нескінченність. Зображення точок і ліній предметів, що потрапили в нейтральну площину, буде невласним, тобто нескінченно віддаленим. В окремому випадку, коли картинна площина розміщується вертикально, паралельна їй нейтральна площина також набуває вертикального положення. При цьому головна точка P картини збігається з головною точкою сходу картини P', головна відстань SP дорівнює відстані SP', головна точка сходу предметної площини M1 збігається з основою точки зору S1, а точка надиру (зеніту) S' стає невласною точкою, тобто нескінченно віддаленою.
Питання для самоконтролю
1. Які дії необхідно виконати для побудови лінії головної вертикалі?

2. Чим відрізняються точки сходу від точок сліду?

3. Що розуміють під точкою надиру?

4. Яким буде зображення об’єктів, що потрапили в нейтральну площину?

5. Де містяться точки сходу перспектив горизонтальних прямих?

6. Як розміщується площина головної вертикалі?

7. В якій точці сходяться перспективи вертикальних прямих?

8. Які зміни відбудуться в елементах перспективи, якщо картинну і нейтральну площини розмістити не похило, а вертикально?

9. Чому при побудові перспектив графічних об’єктів виникають три точки сходу?

10. Як розміщуються точки зору відносно точок надиру і зеніту?
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3.12. Перспективні аксонометричні    перетворення графічних об’єктів  


Перспективна проекція утворюється у два етапи: власне перспективне перетворення і проектування на двовимірну картинну площину спостереження. Щоб дістати перспективне зображення з довільного центра спостереження, спочатку потрібно виконати паралельні аксонометричні перетворення, що дають змогу сформувати систему координат з узятою вздовж бажаної лінії візування віссю, а далі — перспективне перетворення. Координати точок сходу відповідної перспективи можна визначити за елементами останнього стовпця загальної матриці аксонометричного перетворення.
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	Рис. 3.22. Перспективна проекція
	Рис. 3.23. Площина xOz точки


Візьмемо як напрям візування координатну вісь z (рис. 3.22 і 3.23). Перспективна проекція на площину z графічного об’єкта — точки, заданої координатами 
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 забезпечується таким перетворенням:
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де перетворені координати подаються у вигляді:
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Геометричний зміст наведеного перетворення полягає в тому, що вихідна точка P переходить у точку P* при 
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 При цьому центр проекції міститься в точці з координатами 
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 а площиною проектування є z = 0. Іншими словами, перспективне проеціювання на площину z = 0 виконано з центра, розміщеного в точці з координатою z = –k.

Очевидно, що коли у знаменнику взяти z = 0, то x* = x, y* = y. У такому разі точки, розміщені на картинній площині z = 0, при перспективному перетворенні не змінюються. При проеціюванні на площину z = 0 зникає інформація за координатою z.
Для більш повного подання інформації виконаємо відповідні проеціювання у просторі, скориставшись для цього перспективним перетворенням
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з координатами 
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Зауважимо, що точка 
[image: image212.wmf](

)

0010

 в нескінченності на осі z 
тепер перетворюється в точку 
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 з координатами 
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 на перетвореній осі z*, а початок системи координат лишається незмінним.
Прямі лінії, які спочатку були паралельними осі, тепер проходять через точку сходу перспективного перетворення з координатами 
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Зазначимо, що в матриці перетворення маємо величину, обернену до координати z точки сходу. Отже, площина z = 0 є в такому разі проекційною площиною. При цьому центр проекції міститься на тій самій осі, що й точка сходу, і на тій самій відстані від протилежного боку нульової площини z = 0, тобто має координати 
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Аналогічно перспективне перетворення
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з координатами 
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 приводить до точки сходу на осі y з координатами 
[image: image219.wmf](

)

0101.

q


Перспективне перетворення:
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з координатами 
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 дає точку сходу на осі x з координатами 
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Такого роду перспективні перетворення, задані за допомогою розглянутих матриць, коли або p ( 0 при q = r = 0, або q ( 0 при p = r = 0, називатимемо одноточковими, або паралельними перспективними перетвореннями.

Якщо два елементи в останньому стовпці матриці перетворення ненульові, то дістаємо двоточкову, або кутову, перспективу. Наприклад, двоточкове перетворення виду

[image: image223.wmf](

)

(

)

100

010

1(1)

0010

0001

p

q

xyzxyzpxqy

æö

ç÷

ç÷

=++

ç÷

ç÷

èø


з координатами 
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 приводить до двох точок сходу, одна з яких 
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Якщо всі три елементи останнього стовпця матриці ненульові, то маємо триточкову, або косу, перспективу.

Триточкова перспектива точки
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з координатами
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приводить до трьох точок сходу: перша 
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 — на осі абсцис, друга 
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 — на осі ординат, а третя 
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На практиці афінні перетворення часто використовуються й для того, щоб змінити масштаб та напрям проеціювання. Річ у тім, що при перспективному проеціюванні перетворений простір не є евклідовим, оскільки ортогональність осей не зберігається. Тільки при віддаленні центра проекції в нескінченість можемо дістати звичайні паралельні аксонометричні перетворення.
Картинна площина, графічний об’єкт та точки зору мають так розміщуватися відносно одне одного, щоб забезпечити найбільш повне й правильне відображення видимої форми графічного об’єкта, а також відповідність вимогам комп’ютерного моделювання. Зокрема, якомога природнішого перспективного зображення графічного об’єкта досягаємо за рахунок попереднього впливу на матрицю вихідних координат матрицею зміщення з метою центрування площини із зображенням відносно осі, на якій міститься центр проекції. Це забезпечується також зміщенням окремих точок вихідного графічного об’єкта, наприклад тільки по осях абсцис і ординат:
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де l і m — розміри цих зміщень.

Однак центроване перспективне зображення, наприклад одноточкове, може дати спотворення глибини зображення, коли точка сходу віддаляється дуже далеко від центра.

Оскільки при використанні дисплеїв положення точки спостереження користувача звичайно фіксоване, то щоб дістати потрібне перспективне зображення, можна маніпулювати положенням та орієнтацією зображення графічного об’єкта на екрані. Для цього, як правило, достатньо виконати кілька поворотів та зміщень об’єкта. У цьому разі так само, як і для звичайних тривимірних перетворень, можна побудувати складні комбіновані матриці. Наприклад, сформуємо комбіновану матрицю, щоб дістати перспективне зображення з точкою спостереження k на осі аплікат z за допомогою зміщення, виконання обертання на кут ( навколо осі ординат, а потім повороту на кут ( навколо осі абсцис. Відповідний повний комплекс перетворень для побудови необхідної перспективи набере вигляду такої складної матриці перетворення:
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Питання для самоконтролю
1. За допомогою якої матриці перетворення можна дістати перспективну проекцію з центром на осі абсцис?

2. Які величини вказуються в останньому стовпці матриці аксонометричного перетворення?

3. Які особливості кутової перспективи?

4. За допомогою якої матриці перетворення можна дістати триточкову перспективу?

5. В який спосіб задається напрям проектування при паралельній перспективі?

6. За допомогою якої матриці перетворення можливе проектування з центром на осі ординат?

7. У чому полягає зміст перетворень центрування площини зображення відносно осі, на якій міститься центр проекції?

8. З якою метою формуються комбіновані матриці, коли йдеться про побудову перспективних зображень?

9. В якому випадку зручно застосовувати двоточкову перспективу графічного об’єкта, а в якому триточкову?

10. Чому при центральному проектуванні не зберігається ортогональність координатних осей?
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