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4.1. Непараметричне п о дання ліній  

ЕЛЕМЕНТИ ГЕОМЕТРИЧНИХ ФОРМ 
ГРАФІЧНИХ ОБ’ЄКТІВ

Визначення кривої за відомим розміщенням ряду точок являє собою задачу інтерполяції. При цьому форма кривої між заданими точками залежить від граничних умов та порядку інтерполювального полінома, що впливає на складність визначення (обчислення коефіцієнтів) останнього.
Природний підхід до розв’язання задач стосовно подання кривих на площині полягає у використанні систем лінійних алгебраїчних рівнянь. Як граничні умови зазвичай беруть або кінцеві точки, або нахил початку чи кінця криволінійного сегмента.
Зауважимо, що параметри в рівняння кривої вводять, маючи на меті досягти осьонезалежності (на відміну від прямокутного непараметричного осьонезалежного подання). Завдяки осьонезалежності параметричну криву можна перетворити звичайними матричними методами у криву того самого виду, але з іншою просторовою орієнтацією.
Конічні перерізи слід розглядати не тільки як зручний прийом для побудови різноманітних плоских кривих, а й як підхід до розкладання в растр лінійних і складніших функцій.
Принагідно зазначимо, що свій перший трактат «Досвід теорії конічних перерізів» французький вчений Б. Паскаль написав у шістнадцятирічному віці, виклавши в ньому одну з основних теорем проективної геометрії.

На застосуванні конічних перерізів ґрунтується багато алгоритмів побудови обводів кораблів, літаків, автомобілів, до того ж відповідні обчислення забезпечують достатньо високий ступінь точності.
Усі конічні перерізи описуються рівнянням неявної кривої другого степеня, аналіз якого дає змогу визначити не тільки вид здобутої кривої, а й орієнтацію конуса з вихідною системою координат.

Розглядаючи непараметричні криві, особливу увагу потрібно приділити тому, як можна змінити крок незалежної змінної між послідовно заданими точками залежно від місцевої кривини та системи координат, причому при розв’язуванні потрібно шукати дійсні, а не уявні корні.
Якщо криву лінію розглядати як сукупність достатньо близьких одна до одної точок, то для генерації кола можна застосувати алгоритм Брезенхема. Згідно з цим алгоритмом достатньо згенерувати тільки восьму частину кола, діставши решту його частин послідовними відбиттями.
Завдяки різноманітності відомих способів математичного опису просторових кривих — від кривих Бартіні (кривих другого порядку) до кривих Безьє та сплайнів — маємо змогу для розв’язування кожної конкретної задачі вибирати відповідні криві.
При візуалізації сцен зображення аналітичне подання зображуваних на екрані кривих або проводити через кілька точок чи штрихів ескізу плавні криві. З-поміж механізмів розв’язування такого роду задач до найбільш ефективних належать параболічна інтерполяція, метод Безьє та плазування на основі В-сплайнів.
Наприклад, якщо використовувати кубічний сплайн, то перш ніж будувати криву, необхідно задати ввесь набір точок та два дотичні вектори у кінцевих точках. А в разі параболічної інтерполяції для того, щоб почати побудову кривої, необхідні три точки. А далі вже достатньо додати четверту точку — і весь сполучальний відрізок кривої буде визначено. Зверніть увагу, що ми можемо змінювати тільки останні з новододаних точок, а решта лишаються без змін, зберігаючи форму вже дібраної частини кривої. При цьому знати весь набір опорних точок не обов’язково. У методі Безьє порядок та форма кривої змінюються всередині деякого заданого проміжку, тоді як решта кривої лишається колишньою.
Математично крива Безьє описується поліноміальною функцією, яка виконує інтерполяцію між першою та останньою вершинами, імітуючи добудову так званого відкритого многокутника.
Уважно вивчіть властивості кривих Безьє та визначте їхні недоліки. Удосконалюючи будь-яку ідею, важливо зберегти її переваги та усунути недоліки. Криві на основі В-сплайнів — це саме той рідкісний випадок, коли це вдавалося зробити стосовно кривих Безьє. Перевага кривої на основі В-сплайнів полягає в тому, що коригування окремої її ділянки не потребує перебудови всієї кривої, оскільки зміна однієї з вершин спричинюється до зміни тільки чотирьох відрізків кривої.
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Далеко не кожний зможе зобразити від руки на площині лінію із заданими властивостями: суто пряму, криву із заданими вигинами, коло необхідного радіуса тощо, не кажучи вже про використання з такою метою комп’ютерної графіки. До того ж суто прямою лінію можна назвати доволі умовно, та й то тільки на якійсь певній ділянці (сегменті), оскільки навіть паралельні прямі перетинаються в нескінченно віддаленій точці, а отже, припускають деякий вигин. Доволі умовно можна вважати прямою, скажімо, глісаду — прямолінійну траєкторію планування ковзного зниження літака, залежно від значень параметрів кривини, зумовлених абсолютною величиною дотичних векторів у вершинах відповідного сегмента. Навіть промінь світла через різну щільність атмосфери за висотою поширюється не прямолінійно, а по кривої лінії, яку на невеликих відстанях можна вважати колом радіуса 
[image: image2.wmf]1

R

R

=

Â

, де R — радіус Землі, 
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 — коефіцієнт земної рефракції. Це явище земної рефракції дає змогу трохи збільшити дальність видимості земного обрію. Можливо, саме тому є багато спільного в прийомах зображення прямих ліній і кіл, що пряма лінія являє собою частинний випадок кривої.
Якщо всі точки кривої належать деякій площині, то цю криву можна вважати плоскою. Явне непараметричне задання простої плоскої кривої y = f(x) кожному значенню х ставить у відповідність одне значення y. Для подання замкнених і складних кривих застосовують неявне непараметричне задання функції f(x, y) = 0, а місце знаходження кожної точки на неявній криволінійній ділянці визначається розв’язуванням такого рівняння. Обидва види непараметричного подання кривих є осьозалежними, тобто залежать від виду координат, які їх описують.
Неявне рівняння другого порядку в загальному вигляді подається так:
ax2 + 2bxy + су2 + 2dx + 2еy + f = 0.

Визначаючи для такої кривої другого порядку сталі коефіцієнти a, b, c, d, e, f, діставатимемо різні плоскі криві. Для встановлення окремих видів кривих, що проходять через задані точки, потрібно використовувати граничні умови, наприклад кінцеві точки та нахил початку криволінійного сегмента, або нахил його кінця, або обидва ці нахили. Такої інформації достатньо для визначення чотирьох коефіцієнтів кривої кубічної форми і точки її перегину.
Визначення кривої за відомим розміщенням кількох її точок становить зміст задачі інтерполяції. Інтерполяція — це наближене відновлення функції певного класу або за деякими відомими її значеннями, або за значеннями її похідних у заданих точках. Точки xk, в яких задано значення функції f(xk) = yk, називаються вузлами, або полюсами, інтерполяції для f.
Нехай дано (n + 1) точку 
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, і набір з (n + 1) числа 
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, не обов’язково різних. Припустимо також, що деяку функцію f(x) визначено на сегменті 
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 і f(xk) = yk, k = 0, 1, ..., n.

Маючи такі відомості про функцію f(x), можна дістати інформацію:

1) про поводження функції f(x) на інтервалах (xk–1, xk), k = 1, 2, ..., n, тобто між (від лат. inter) полюсами xk, k = 0,1, …, n, розв’язавши задачу інтерполяції функції f;

2) про поводження функції f(x) поза (від лат. extra) сегментом [x0, x1], що містить усі полюси 
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, розв’язавши задачу екстраполяції функції f.
Обидві ці задачі репрезентують, у свою чергу найпростіші методи апроксимації, тобто заміни одних математичних об’єктів іншими, у певному сенсі близькими до них. Апроксимація дає змогу досліджувати числові характеристики та якісні властивості об’єктів, зводячи задачу до вивчення простіших або зручніших об’єктів, характеристики й властивості яких або відомі заздалегідь, або легко і швидко обчислюються.
За допомогою поліноміальної інтерполяції можна забезпечити проходження кривої через усі відомі точки. Для цього потрібно визначити коефіцієнти сi деякого полінома степеня n, що подається у вигляді:
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Форма кривої між заданими точками залежить від порядку полінома і від відомих граничних умов.
Коли задані точки містять невизначеність, то доцільно застосовувати метод найменших квадратів відхилень, мінімізуючи суму квадратів відхилень по осі ординат між значеннями, що спостерігаються та оцінюються, і використовувати явні непараметричні функції зі степенями.
Довжина кривої лінії визначається як границя, до якої прямує довжина вписаних у неї ламаних при необмеженому зростанні кількості ланок ламаної і необмеженому спаданні їхніх довжин. Криву називають спрямлюваною, якщо її довжина скінченна.

Питання для самоконтролю
1. Яке відоме явище дає змогу збільшити дальність видимого обрію для спостерігача і в який спосіб?

2. Яку криву лінію можна вважати плоскою?

3. Як можна явно непараметрично задати плоску криву?

4. Як визначається місце знаходження кожної точки плоскої кривої при її неявному параметричному заданні?

5. Що означає осьозалежність непараметричного подання кривих?

6. Як можна дістати різні плоскі криві з неявного рівняння другого степеня?

7. Яку задачу становить визначення кривої за відомим розміщенням кількох її точок і в чому вона полягає?

8. Що означає інтерполювання функцій?

9. Які точки називають полюсами інтерполяції?

10. Чим задача екстраполяції відрізняється від задачі інтерполяції?

11. Що розуміють під апроксимацією математичних об’єктів?

12. У чому подібність між апроксимацією, екстраполяцією та інтерполяцією?

13. Як досліджують об’єкти та їхні властивості за допомогою апроксимації?

14. Як за допомогою поліноміальної інтерполяції забезпечити проходження кривої через усі відомі точки?

15. Як визначається довжина кривої лінії?

16. В якому разі криву називають спрямлюваною?

17. Від чого залежить форма кривої між заданими точками?

18. Які граничні умови необхідно знати для визначення точки перегину кривої кубічної форми?

19. Чи можна вважати прямою лінією глісаду?

20. По якій траєкторії поширюється світло в атмосфері?
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4.2. Геометричні форми конічних пере різів  


Конічний переріз — це крива, описувана точкою, яка рухається в такий спосіб, що відношення її відстаней до фіксованої точки — фокуса та до відстані до фіксованої лінії — директриси є величина стала, яку називають ексцентриситетом і позначають (.
Усі конічні перерізи можна описати неявним рівнянням кривої другого степеня, в якому компонент із добутком xy визначає орієнтацію конуса відносно деякої вихідної системи координат. Завжди можна повернути осі цієї системи координат так, щоб цей компонент став нульовим. Для цього потрібно одну з осей координат сумістити з віссю симетрії.
Перетинаючи в різний спосіб прямий круговий конус площинами, що не проходять через його вершини, можна залежно від напряму січної площини S дістати різні конічні перерізи: гіперболу (одна вітка), якщо площина паралельна твірній конуса (рис. 4.1, а); б) параболу, якщо площина нахилена до осі конуса під кутом, що дорівнює куту між твірною і віссю конуса (рис. 4.1, б); в) еліпс, якщо січна площина нахилена до осі конуса під кутом, більшим, ніж кут між твірною і віссю конуса (рис. 4.1, в); г) коло, якщо січна площина перпендикулярна до осі конуса (рис. 4.1, г).
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Рис. 4.1. Різні види конічних перетинів

Геометричну форму здобутого конічного перерізу можна визначити аналітично, обчисливши дискримінант b2 – 4ас неявного рівняння кривої другого порядку. Крива буде еліпсом (див. рис. 4.1, в) або колом (див. рис. 4.1, г), якщо дискримінант менший від нуля (у перекладі з грецької слово «еліпс» означає «недостача». Якщо дискримінант дорівнює нулеві, дістаємо параболу (див. рис. 4.1, б), що означає «прикладання» і пояснюється з прикладним використанням рівняння y2 = 2px: квадрат, побудований на відрізку y, рівновеликий прямокутнику зі сторонами 2р та х. Крива буде однією віткою гіперболи (див. рис. 4.1, а), якщо дискримінант більший від нуля, а в перекладі з грецької слово «гіпербола» означає «надлишок».
Якщо початок координат візьмемо у вершині конуса і зберегти напрям осі абсцис, дістанемо рівняння другого порядку, спільне для еліпса, параболи і гіперболи: 
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де р — фокальний параметр; ( — ексцентриситет.
Знаючи ексцентриситет (, можемо визначити вид конічного перерізу, а саме: при ( < 1 маємо еліпс, при ( = 1 — параболу, а при ( > 1 — гіперболу.
Перенесенням, або зсувом, початку координат можна змінювати вигляд неявного рівняння кривої другого порядку, виключаючи в ньому лінійні елементи і зберігаючи квадратичні (виключаючи, наприклад, компонент із x і зберігаючи компонент із x2 або виключаючи компонент із y і зберігаючи компонент із y2). Так, виключивши x, дістанемо рівняння другого порядку
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з якого випливає, що вісь ординат в цьому разі є віссю симетрії відповідної кривої. Якщо виключимо y, дістанемо рівняння другого порядку
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коли віссю симетрії є вісь абсцис.
Застосувавши операцію перенесення початку координат, перейдемо до неявного рівняння другого порядку без лінійних компонентів:
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Якщо α > 0 і β > 0, маємо еліпс, а коли α і β різних знаків, тобто α > 0, β < 0 або навпаки, дістаємо гіперболу.
Набагато складніше за такого підходу дістати рівняння параболи 
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. З цією метою чого початок координат необхідно перенести в точку 
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Щоб подати неявною кривою коло, необхідно, аби коефіцієнти при квадратичних компонентах були рівні між собою:
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Оскільки коло являє собою частинний випадок еліпса з рівними осями, то при цьому має виконуватися ще одна неодмінна умова: 
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 Якщо така умова не виконується, то при 
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 маємо лише точку, а при 
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 — порожню множину.
Питання для самоконтролю
1. Що таке конічний переріз?

2. За допомогою якого рівняння можна описати конічні перерізи?

3. Як потрібно змінювати розміщення січної площини відносно вершини та осі симетрії конуса, щоб дістати різні види конічних перерізів?

4. Як змінюється вид кривої зі зміною ексцентриситету?

5. Як можна аналітично визначити геометричну форму конічного перерізу за відомим величині дискримінантом неявного рівняння кривої другого порядку?

6. Як на геометричну форму конічного перерізу впливає поворот осей системи координат?

7. В який спосіб можна визначити про геометричну форму конічного перерізу, знаючи його ексцентриситет?

8. Як зміниться вид неявного рівняння кривої другого порядку, якщо початок координат розмістити у вершині конуса?

9. В який спосіб на геометричну форму кривої конічного перерізу впливають різні варіанти перенесення початку координат?

10. Як за допомогою неявної кривої другого порядку можна подати і як при цьому визначити його радіус?
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4.3. Параметричне відображення    кривих ліній  


Одну й ту саму пряму можна як повністю, так і частково параметризувати безліччю способів. При цьому точки такої прямої є образом деякого відрізка числової прямої, який називають областю зміни параметра, а саме зображення називають параметризацією.
У загальному випадку систему координат призначено для того, аби за допомогою певного набору параметрів зафіксувати положення деякої множини точок у просторі.

Параметризація деякого графічного об’єкта простору має на меті ідентифікувати кожну його точку за допомогою єдиного впорядкованого набору чисел, які називають координатами.
Параметричним завданням кривої назвемо її подання у вигляді траєкторії руху деякої точки. Таке параметричне задання кривої полягає в тому, що координати її точок подаються як функції одного або більшої кількості параметрів-змінних. Різним значенням параметра відповідають різні точки кривої. Для кривої з одним параметром t вектор положення точки на кривій визначається одним значенням параметра.
Нехай точка Р = F(t) на площині має координати x і y. Зі зміною параметра t вони також змінюються, оскільки є деякими функціями від t: 
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, де f і g — неперервні числові функції, задані на відрізку [a, b] (рис. 4.2).

Функції f і g цілком описують параметризацію F і називаються її координатними функціями, а співвідношення x = f(t) і y = g(t) — рівняннями параметризованої кривої.
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Рис. 4.2. Відрізок [a, b] та крива F(t) з одним параметром t

Вектор положення точки кривої можна задати за допомогою матриці, що має один рядок 
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 За допомогою параметричної функції можна задавати не лише прості, а й замкнені криві та криві з множиною значень при заданому значенні незалежної змінної. Дотичний вектор у кожній точці на параметрично заданій кривій визначається як 
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 тобто диференціюванням за параметром.
Оскільки кожна точка на параметричній кривій характеризується певним значенням параметра, то параметрична функція осьонезалежна.
Довжина параметричної кривої визначається діапазоном змін параметра, який звичайно нормалізують у такий спосіб, щоб він змінювався в діапазоні від нуля до одиниці. Завдяки осьонезалежності параметричної кривої її можна перетворити у криву того самого виду, але з іншою орієнтацією. Це дає змогу, скориставшись матричним множенням, виконати обертання, перенесення, зміну масштабу або перспективне проектування.
Кожна параметризація визначає деякий порядок розміщення точок на кривій. Якщо дві параметризації пов’язані зростаючою зміною параметра, то вони визначають один і той самий порядок, а якщо вони пов’язані спадною зміною параметра, то такий порядок різний. Для того щоб зафіксувати порядок розміщення точок на кривій, достатньо вказати її початкову та кінцеву точки, що також дає змогу орієнтувати цю криву.
Якщо кожному числу t ( [a, b] за деяким правилом поставити у відповідність вектор v(t) тривимірного евклідового простору, то на відрізку [a, b] буде визначено вектор-функцію v(t). Якщо відкладати вектори v(t) з однієї й тієї самої точки — початку відліку, то їхні кінці утворюють деяку множину точок — так званий годограф вектор-функції v(t) (рис. 4.3).
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Рис. 4.3. Годограф вектор-функції v(t)
Вектор-функцію можна використовувати для так званої безкоординатної параметризації кривої. Однак при цьому використовуються координатні функції v1(t), v2(t), v3(t) вектор-функції v(t). Для фіксованої у просторі декартової системи координат xyz з початком у точці відліку О вектор-функцію
v(t) = v1(t)i + v2(t)j + v3(t)k,
де i, j, k — орти координатних осей, називають векторною параметризацією кривої.
Вектори, дотичні до однієї й тієї самої точки кривої, що відповідають різним параметризаціям, колінеарні, а тому можуть різнитися тільки множником. Пряма, що проходить через деяку точку P кривої C в напрямі дотичного до неї вектора P', є дотичною прямою в точці P (рис. 4.4).
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Рис. 4.4. Пряма, дотична до кривої в точці P

Параметричне рівняння прямої, дотичної до кривої С в момент часу t0, подається у вигляді:
r(() = P(t0) + (P'(t0),
де (  — інший параметр для тієї самої кривої.
Площину, яка містить точку P та ортогональна до дотичної кривої, називають нормальною площиною кривої в точці P.
Довжиною кривої лінії називають границю, до якої прямує довжина вписаних у неї ламаних при необмеженому зростанні кількості їхніх ланок та необмеженому спаданні їхніх довжин. Криву, довжина якої скінченна, називають спрямованою.

Довжиною дуги можна скористатися для так званої природної параметризації кривої. Так, рівняння x = cos t, y = sin t при t ( [0, (] задають природну параметризацію верхнього одиничного напівкола.
Коло з центром у початку координат у параметричному вигляді подається так: x = R cos (, y = R sin (, де R — радіус кола, а ( — параметр.

Завдяки однаковим приростам за кутовим параметром ( вдається досягати високоякісного зображення на комп’ютерному екрані. Проте з огляду на потребу обчислювати тригонометричні функції такий алгоритм малоефективний.
Скориставшись формулами для тригонометричних функцій суми кутів, можна уникнути обчислень значень таких функцій на кожному кроці реалізації алгоритму. Запишемо ці формули для косинуса та синуса:
cos (( + d() = cos ( cos d( – sin ( sin d(;
sin (( + d() – cos ( sin d( + cos d( sin (.

Візьмемо кінцеву кількість точок кола в діапазоні зміни параметра ( від 0 до π, коли dθ — стала величина. Тоді координати будь-якої точки на колі з центром в початку координат визначимо так:
xn + 1 = R cos (θ + dθ),   yn + 1 = R · sin (θ + dθ),
або
xn + 1 = xn cos dθ – yn sin dθ   та   yn + 1 = xn sin dθ + yn cos dθ.

Якщо центр кола міститься в деякій точці з координатами (h, k), то координати будь-якої точки цього кола набирають вигляду:
xn + 1 = h + (xn – h) cos dθ – (yn – k) sin dθ;
yn + 1 = k + (xn – h) sin dθ + (yn – k) cos dθ.
Оскільки величина dθ стала, а значення sin dθ та cos dθ достатньо обчислити тільки один раз, то такий алгоритм ефективний для побудови кола в реальному масштабі часу.
Питання для самоконтролю
1. Які способи можна використовувати для параметризації кривої та скільки таких способів?

2. Яке відображення можна вважати параметризацією?

3. Для чого призначена система координат?

4. З якою метою застосовувати координатну параметризацію?

5. У чому полягає параметризація кривої у вигляді траєкторії руху точки?

6. Як можна задати параметризацію кривої на площині?

7. Як можна подати вектор положення точки та дотичний вектор у матричному вигляді?

8. У чому полягають переваги осьонезалежності параметричного подання кривої?

9. Чим визначається довжина параметризованої кривої?

10. Які дії необхідно виконати, щоб зафіксувати порядок розміщення точок на кривій та її орієнтацію?

11. Як визначити порядок розміщення точок на кривій для двох параметризацій?

12. Що таке годограф вектор-функції?

13. Як можна параметризувати просторову криву з використанням вектор-функцій?

14. Чому вектори, дотичні до кривої в одній і тій самій точці, можуть різнитися тільки множниками?

15. Як записати параметричне рівняння дотичної прямої?

16. Яку площину називають нормальною до кривої?

17. Що означують довжину кривої лінії?

18. Яким можна використовувати довжину дуги для параметризації кривої?

19. Як можна параметрично записати коло з центром у початку координат?

20. В який спосіб можна з використанням формул для тригонометричних функцій суми аргументів значно зменшити кількість обчислень значень таких функцій при параметричному заданні кола?
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4.4. Елементи еліптичних форм    графічних об’єктів  


Коли уважно спостерігати за рухом будь-якої зірки протягом ночі, то створюється враження, що вона, як і Сонце, спочатку піднімається все вище й вище, а далі повільно опускається все нижче й нижче до горизонту. При цьому лінія горизонту та полуденні лінії (географічні меридіани) відповідають еліпсам із різними півосями.
Згідно з першим законом Йогана Кеплера (1571—1630) планети Сонячної системи рухаються по еліпсоїдних орбітах, у фокусі яких міститься Сонце. У своїй книзі «Стереометрія винних бочок» у 1615 році він навів результати обчислень об’ємів тіл, утворюваних при обертанні конічних перерізів навколо осі, яка міститься з ними в одній площині.
Виконуючи завдання комп’ютерної графіки та геоінформатики, що потребують обчислень високої точності, як фігуру Землі розглядають еліпсоїд, утворюваний унаслідок обертання еліпса, в якого розмір великої півосі а відповідає радіусу екватора, а малої півосі b — половині земної осі обертання. До 1940 року в Україні, як і в усьому колишньому СРСР за фігуру Землі правив еліпсоїд Фрідріха Вільгельма Беселя (1784—1846), а згодом — еліпсоїд Феодосія Миколайовича Красовського (1878—1948). Застосовуваний з 1910 року на території США еліпсоїд Хайфорда двічі — у 1927 та 1983 роках — коригувався згідно з уточненням істинного розміщення центра Землі.
Еліпс — це замкнена крива, утворювана внаслідок стиснення кола до будь-якого його діаметра або розтягу від прямої лінії.

Згідно з іншим означенням еліпс — це множина точок, сума відстаней яких від двох даних точок стала, причому вона неодмінно більша за відстань між цими даними точками, які називають фокусами еліпса.
У декартовій системі координат еліпс подається рівнянням виду:
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де, як правило, 
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 Коли a = b, то рівняння еліпса набирає вигляду x2 + y2 = a2, тобто стає рівнянням кола. Таким чином, коло — це частинний випадок еліпса. За такої форми подання осями еліпса, зокрема й кола, є осі координат, а центром — початок координат.
Позначимо відстань між фокусами еліпса через 2с. Відношення половини цієї відстані до більшої осі еліпса, що дорівнює а, показує, наскільки фокуси віддалені від центра, і називається ексцентриситетом еліпса. Позначають ексцентриситет грецькою літерою ε («іпсилон»):
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Оскільки для кола с = 0, то воно має нульовий ексцентриситет.

Еліпс можна також розглядати як проекцію кола на площину, не паралельну та не перпендикулярну до площини, яка містить проеційоване коло.
Еліпс та коло — це фігури, симетричні відносно координатних осей, якщо центри цих кривих містяться в початку координат. Тому достатньо зобразити тільки частину дуги еліпса або кола, а далі дістати ці криві повністю за допомогою перетворення симетрії відображення побудованої частини дуги.
Розглянемо алгоритм побудови дуги кола, що ґрунтується на використанні рівняння кола та теореми Піфагора (рис. 4.5).
Нехай дано коло з центром у початку координат О, а квадрат радіуса якого дорівнює a2. Необхідно взяти такий піксел із растрової сітки, для якого різниця між квадратом так званого радіуса растрової сітки, в якій можна побудувати ряд гіпотетичних кіл, та квадратом радіуса a2 реально утворюваного зображення дуги кола мінімальна.
Застосовуючи теорему Піфагора, із трикутників ОDЕ, ОAE, ОCF, ОBF визначимо квадрати гіпотенузи через суми квадратів абсцис і ординат відповідних пікселів растрової сітки:
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Рис. 4.5. Радіуси растрової сітки, використовувані 
для порівняння з радіусом a дуги кола

Тоді різниці між квадратами радіусів гіпотетичних та реально створюваних кіл визначається так:
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Проте вже за знаком цих різниць можна визначити, яке коло — гіпотетичне або реальне — міститься всередині. Так, якщо різниця ( ( 0, то відповідний цьому гіпотетичному колу піксел перебуває всередині реального кола, оскільки радіус гіпотетичного кола, на якому він міститься, менший за радіус реально створюваного кола. Якщо різниця ( > 0, то відповідний такому гіпотетичному колу піксел міститься поза реально створюваним колом. У разі нульової різниці ( = 0 відповідний піксел перетинається створюваним колом, яке збігається з гіпотетичним колом відповідного радіуса.
Щоб визначити, яка зі знайдених різниць ( мінімальна, можна також знайти їхні взаємні попарні різниці ((, за знаком яких уже остаточно вибрати піксел, найбільш наближений до створюваної дуги кола. Очевидно, що коли (( ( 0, то слід вибрати піксел, гіпотетичний радіус якого входив до складу зменшуваного. У разі (( = 0 припустимий вибір обох пікселів, наприклад (xi, yi + 1) або (xi + 1, yi), для яких квадрати радіусів гіпотетичних кіл однакові. Якщо ж (( ( 0, то необхідний піксел слід шукати у складі від’ємника.
Реалізація такого алгоритму найбільш ефективна з використанням рекурентних співвідношень з покроковими ітераціями, кожна з яких дає змогу визначити (, (( або значення координат нового вибраного піксела, через який проходить створювана дуга кола. При цьому звичайно організовують цикл розрахунку координат за одним параметром внутрішньо щодо циклу розрахунку за іншим параметром.
Оскільки існують кілька варіантів параметричного задання однієї і тієї самої поверхні, то перебором двох параметрів s і t можна обчислити координати точок, які за достатньої густості їх розміщення відтворять образ цієї поверхні. Для еліпсоїда така параметрична форма матиме вигляд:
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де 0 ≤ s ≤ 2π, 
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 a, b, c — коефіцієнти.
Питання для самоконтролю
1. По яких орбітах рухаються планети Сонячної системи?

2. В який спосіб можна побудувати земний еліпсоїд?

3. Як утворюється крива еліпса?

4. Як подати криву еліпса в декартовій системі координат?

5. Як можна перейти від еліпса до кола та навпаки?

6. Що таке ексцентриситет еліпса?

7. Як мають бути розміщені одна відносно одної площина проекції та проеційована площина, щоб за допомогою проеціювання дістати еліпс із кола та навпаки?
8. Як визначити радіус гіпотетичного кола, побудованого з використанням растрової координатної сітки?

9. Як за знаком різниці радіусів реального та гіпотетичного кіл можна визначити місцезнаходження відповідного піксела?

10. Як за знаком взаємної попарної різниці можна вибрати піксел, що найближчий до створюваної дуги кола?
11. Чи відповідає зміна кутової змінної від 0 до 2π руху деякої зірки протягом ночі або Сонця протягом дня?

12. Як можна ввести координати центра еліпса в його рівняння?

13. В якому разі еліпсоїд можна умовно замінити на сфероїд та в якому співвідношенні при цьому мають перебувати півосі еліпса?

14. Як вибирають фіксовану кількість точок для подання еліпса?

15. Які криві можна дістати в результаті поперечних перерізів циліндра?
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4.5. Геометрія параболічних кривих  


Параболічна крива утворюється множиною точок, рівновіддалених від заданої прямої — директриси та від заданої точки — фокуса, яка не лежить на цій прямій. У прямокутних координатах парабола являє собою графік квадратичної функції y = ax2, де a — коефіцієнт. Однак оскільки в аналітичній геометрії осі абсцис та ординат прийнято міняти ролями, то центровану відносно початку координат параболу в непараметричній формі слід описувати рівнянням y2 = 4ax.
Припустимо, що потрібно побудувати параболу, вершина якої може міститися не тільки в початку координат, а й у будь-якій точці першого квадранта площини, а вісь симетрії при цьому буде паралельною осі абсцис. Оскільки початок координат переноситься в межах першого квадранта площини, то нові координати x1 та y1 через старі x2 і y2 подаватимуться так:

x1 = x2 + m    і    y1 = y2 + n,
де m, n — величини, які визначають зміщення початку координат відносно осей абсцис та ординат. Отже, старі координати можна подати так:
x2 = x1 – m    і    y2 = y1 – n.
Підставивши їх у рівняння параболи, дістанемо рівняння
(y1 – n)2 = 2а(x1 – m),

яке визначає параболу з вершиною в точці (m, n) та віссю симетрії, паралельною осі абсцис.

Із цього рівняння знайдемо
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Позначимо через A величину, обернену до 2a, тобто 
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x1 = Ay2 – 2Any1 + An2 + m.
Щоб звести рівняння параболи до стандартного вигляду рівняння другого порядку, введемо ще два позначення: В = –2Аn та С = Аn2 + m. У результаті дістанемо 
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 При А > 0 парабола матиме напрям вправо, а при А < 0 — вліво від своєї вершини. Таке рівняння визначає параболу з віссю симетрії, паралельною осі абсцис при будь-яких значеннях коефіцієнтів А, В, С, крім А = 0.
Параметричне подання параболи, що забезпечує максимум площі, обмеженої її графіком, таке:
x = aθ2,   y = 2aθ,
де 0 ≤ θ ≤ ∞.
Для параметричного задання параболи значення кутового параметра θ обмежимо по осі абсцис, оскільки зображувана парабола не є замкненою кривою. Припустимо, що 
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У разі параметричної побудови параболи достатньо зобразити тільки її частину, а далі виконати побудову іншими прийомами. Наприклад, симетричну половину параболи можна дістати, виконавши операцію відображення відносно осі симетрії, а в разі зміщення центра або зміни орієнтації достатньо скористатися операціями зміщення та обертання. При цьому бажано взяти достатню кількість фіксованих точок із використанням сталого приросту за кутовим параметром θ:

θi + 1 = θi + dθ,
де 
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Підставивши замість 
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 значення xi та yi, дістанемо
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Питання для самоконтролю
1. Яку криву лінію називають параболічною?

2. Як можна подати параболу в декартових координатах?

3. За допомогою якого рівняння можна непараметрично подати параболу, центровану відносно початку координат?

4. Як можна побудувати параболу з вершиною в будь-якій точці площини та віссю симетрії, паралельною осі абсцис?
5. Як задати параболу з використанням кутового параметра?

6. З якою метою зазвичай обмежують значення кутового параметра по осі абсцис?

7. З якою метою при побудові параболи виконують операції відображення, зміщення та обертання?

8. Чому в разі параметричного подання параболи достатньо зобразити тільки її частину?


[image: image59.emf] 

4.6. Гіперболічні криві другого порядку  


Гіперболічна крива утворюється множиною точок, для яких модуль різниці відстаней від двох заданих точок — фокусів гіперболи — сталий і менший за відстань між цими фокусами.
Гіперболу, яка має рівні між собою півосі, називають рівносторонньою. Її графік являє собою обернено пропорційну залежність між змінними величинами: 
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 де m — стала величина, що дорівнює розміру півосі гіперболи. При цьому як прямокутні координатні осі розглядаються взаємно перпендикулярні асимптоти рівносторонньої гіперболи, тобто прямі лінії, до яких при необмеженому зростанні абсциси гіпербола наближається як завгодно близько, але ніколи їх не перетинає. У прямокутних координатах рівняння гіперболи має вигляд:
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де a, b — розміри півосей гіперболи.

Асимптоти цієї гіперболи подаються рівняннями:
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Усі точки гіперболи містяться всередині вертикальних кутів, утворюваних асимптотами.
Якщо в рівнянні гіперболи поміняємо місцями як змінні x і y, так і півосі a та b, дістанемо дві спряжені між собою гіперболи, що мають спільні асимптоти.
Коли центр гіперболи збігається з початком декартової системи координат, а її вітки симетричні відносно осей ординат і абсцис, то відрізок між вершинами гіперболи, що дорівнює її подвоєній першій півосі, яка перетинається вітками гіперболи, є її дійсною віссю, тоді як відрізок на перпендикулярній до неї другій осі координат, що не перетинається вітками гіперболи й дорівнює другій подвоєній півосі гіперболи, є уявною віссю гіперболи.
Для параметричного подання гіперболи можна скористатись апаратом гіперболічних функцій, який упровадив із цією метою Йоган Генріх Ламберт (1728—1777).
Геометрично гіперболічні функції можна дістати, розглянувши рівнобічну гіперболу x2 – y2 = 1, яку можна також подати за допомогою параметричних рівнянь: x = ch t та y = sh t, де аргумент t являє собою подвійну площу сектора гіперболи.
Коли як параметр узяти кутову змінну θ, то гіперболу можна подати у вигляді x = achθ та y = bshθ.
Застосувавши формули для гіперболічних косинуса та синуса суми двох кутів,
ch(θ + dθ) = chθchdθ + shθshdθ  
та
sh(θ + dθ) = shθchdθ + chθshdθ,
дістанемо таке рівняння гіперболи:
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Як і звичайно в разі використання параметрів, маючи на меті обмежити розмір зображуваної частини гіперболи, обмежуємо значення параметра θ = θmax. Наприклад, щоб дістати вітки гіперболи в першому та четвертому квадрантах для a ≤ x ≤ a + c, необхідно задати 
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 де с — діапазон зміни змінної x.
Гіперболічні функції пов’язані між собою такими співвідношеннями:
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Оскільки графічні комп’ютерні системи зазвичай не зорієнтовані на обчислення гіперболічних функцій, то замість гіперболічних косинуса й синуса можна використовувати такі експоненціальні залежності:
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Обернений гіперболічний косинус визначається такими формулами:
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За допомогою натурального, або гіперболічного, логарифма можна також визначити обернений гіперболічний синус:
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Гіперболічні функції можна також подати через звичайні тригонометричні функції:
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Питання для самоконтролю
1. Із якого набору точок складається гіперболічна крива?

2. Яку гіперболу називають рівносторонньою?

3. Що слід розуміти під асимптотами гіперболи?

4. Як визначити дійсну та уявну осі гіперболи?
5. Які гіперболи називають спряженими?

6. Як для параметричного подання гіперболи можна скористатись апаратом гіперболічних функцій?

7. Коли потрібно обмежувати значення параметра функції?

8. Як можна виразити гіперболічні функції за допомогою експоненціальних?

9. Як напрямлені відносно одна одної асимптоти рівносторонньої гіперболи?

10. Для чого як прямокутні координати гіперболи беруть її асимптоти?

11. Який вигляд у прямокутних координатах має рівняння гіперболи та як за цим рівнянням побудувати спряжену гіперболу?
12. Яким можна геометрично дістати гіперболічні функції, розглянувши рівносторонню гіперболу?

13. Якими співвідношеннями пов’язані між собою гіперболічні та тригонометричні функції?

14. Що являють собою обернені гіперболічні функції?

15. Як можна визначити обернені гіперболічні функції за допомогою натуральних логарифмів?
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4.7. Плазування кривих  за  опорни ми  точка ми  


Процес викреслювання кривих за вузловими, або опорними, точками, коли шаблоном є так звана пружна рейка, зафіксована у вигляді сплайна, називають плазуванням. Кожну криву можна умовно поділити на ряд ланок (ділянок, сегментів) і розглядати її як функцію з кусковою структурою, порядок якої повторюється на кожній ланці.
Багатопараметрична функція, що складається з набору однопараметричних ділянок, обмежених вузловими кінцевими точками, описується кубічним кусковим поліномом особливого вигляду — так званим сплайном.
Задамо на відрізку [a, b] сітку вузлів у вигляді
∆: а = t1 < … < ti < … tN = b.
Функцію Sn,( (t) назвемо сплайном однієї змінної степеня n класу Cm, де 0 < m < n, а ( = n – m, з вузлами на сітці ∆, якщо Sn, v(t) ( Cm[a, b] і на кожному відрізку [ti, ti + 1], i = 1, 2, ..., N – 1, функцію Sn, v задано многочленом степеня n:
Sn, v(t) = Pni(t) = 
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Індекс ( = n – m, який називають дефектом сплайна, вказує на кількість похідних сплайна порядку, вищого за m, і до n включно, що мають скінченні розриви у вузлових точках tj, j = 2, …, N – 1.

Найпростішим прийомом наближення є лінійна інтерполяція (рис. 4.6):
L1(t) = (1 – u)f0 + uf1,
де f0 = f(t0), f1 = (t1), а параметр u = (t – t0)/(t1 – t0), 0 ( u ( 1.
Сплайни першого степеня S1(t) класу С1, або лінійні сплайни, 
є кусково-лінійними функціями, що геометрично подаються ламаною лінією (рис. 4.7), яка проходить через опорні вузлові точки fi, 
де fi = f(ti), i = 0, …, N, тобто визначається умовами S1(ti) = fi. Між 
сусідніми вузлами кривої реалізується лінійна інтерполяція 
S1(t) = (1 – u)fi + u fi + 1, де u = (t – ti)/(t1 – ti).

[image: image74.emf] 

f ( t )  

l 1 ( t )  

f ( t )  

t  

O  

t 0   t 1  


Рис. 4.6. Лінійна інтерполяція
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Рис. 4.7. Сплайн першого степеня
Складнішим прийомом наближення до форми кривої є кубічна інтерполяція Ерміта (рис. 4.8), сутність якої полягає в тому, що за функцією добирається кубічний многочлен H3(t), який інтерполює в заданій кількості вузлів не тільки функцію f1, а й задану кількість послідовних похідних цієї функції.
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Рис. 4.8. Ермітова інтерполяція 
кубічним многочленом однієї змінної

У загальному вигляді такий кубічний многочлен записується як H3(t) = a3t3 + a2t2 + a1t + a0 і задовольняє умови:
Н(a) = f(a),  H'(a) = f'(a),  Н(b) = f(b),  H'(b) = f'(b),
тобто
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Ермітовий запис кубічного многочлена має дещо інший вигляд:
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де h = t1 – t0, (1(u) = (1 – u)2(1 + 2u), (2(u) = (1(1 – u) = u2(3 – 2u), (3(u) = u(1 – u)2, (4(u) = –(3(1 – u) = –u2(1 – u).
Ермітовий кубічний сплайн позначається так:
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де i = 1, …, N; fi = f(ti), fi' = f’(ti).
При цьому його перша похідна 
[image: image80.wmf]i
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 неперервна, а друга і третя в загальному випадку розривні у вузлах сітки.
Для відрізка ti, ti + 1 ланка сплайна Ерміта (рис. 4.9) має такий вигляд:
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де hi і коефіцієнти (k(u) ті самі, що й для ермiтової інтерполяції, причому для ермiтових сплайнів кожний коефіцієнт впливає тільки на дві сусідні ланки.
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Рис. 4.9. Суміжні ділянки лінійного і Ермітового сплайнів
Інтерполяційний сплайн збігається з інтерполяційною функцією в різних заданих точках. Для інтерполяційних сплайнів можна побудувати матриці вузлів, для яких ці сплайни збігаються до довільно заданої неперервної інтерпольованої функції.
Інтерполяцію заданої функції кубічними поліномами, що забезпечують неперервність перших двох похідних у вузлових опорних точках, здійснює кубічний сплайн. Такий прийом інтерполяції гарантує достатню точність апроксимації і гладкість апроксимувальної функції.

У загальному випадку математичний опис сплайна в кожній опорній точці являє собою кусковий поліном степеня k з неперервними похідними (k – 1)-го порядку у вузлових опорних точках з’єднань між плазованими сегментами. Загальний підхід до опису плазованих кривих, що проходять через ряд опорних точок, полягає у використанні серії кубічних сплайнів до кожного сегмента, що сполучає тільки дві сусідні вузлові точки з цього ряду.
Питання для самоконтролю
1. Що розуміють під плазуванням кривих?

2. Що таке сплайн?

3. Як можна задати сплайн однієї змінної?

4. На що вказує дефект сплайна?

5. Яку інтерполяцію реалізовують сплайни першого степеня?

6. У чому полягає суть інтерполяції Ерміта?

7. Які особливості Ермітового кубічного сплайна?

8. У чому особливість інтерполяції, що забезпечується кубічним сплайном?

9. Що в загальному випадку являє собою математичний опис сплайна?

10. У чому полягає загальний підхід до математичного опису плазованих кривих, що проходять через ряд опорних точок?
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4.8. Подання кривих інтерполю вальними     функціями  


Застосувавши параметризацію, можна подати у формі розкладу вектора її поточної точки за деяким набором функцій:
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, де як коефіцієнти cn взято векторні величини; 
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 — базисні функції розкладу, узяті близькими до поліномів П. Л. Чебишова (1821—1894).
Апроксимація для многочленів другого степеня 
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 є найкращим рівномірним, або чебишовським, наближенням
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яке дає схоже на чебишовське наближення і для інших функцій (рис. 4.10); тут 
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Нехай потрібно провести гладку криву з мінімальним середнім квадратичним відхиленням від n заданих упорядкованих точок, відокремлених рівними інтервалами Δλ. Припустимо, що задано координати початкової та кінцевої точок кривої, а також нахили дотичних у цих точках. Якщо взяти
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де ra, rb — вектори, проведені в початкову і кінцеву точки кривої, а А і В також деякі вектори, пов’язані з напрямами дотичних у кінцевих точках кривої, то будь-яку точку апроксимованої кривої можна подати співвідношенням:
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Рис. 4.10. Наближення многочленом першого степеня, 
аналогічне чебишовському
При будь-яких значеннях А і В крива пройде через задані початкову і кінцеву точки, причому якщо обмежимося першими двома членами розкладу, дістанемо пряму лінію. Третій і четвертий члени розкладу характеризують відхилення плавної кривої від прямої лінії поблизу початку і кінця апроксимованої ділянки. При цьому квадратичне відхилення кривої від заданих точок подається сумою:
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Тепер розглянемо апроксимацію кривої послідовними ділянками за значеннями вектор-функції 
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 заданої на сітці 
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, причому кожна з ділянок охоплює три сусідніх вузли сітки (рис. 4.11).
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Рис. 4.11. До побудови ділянок кривої, що перекриваються, 
за значеннями вектор-функції r(t)

Побудову інтерполювальної функції 
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 ступеня n, яка в (n + 1) точках цієї сітки набуває відповідних значень 
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 і має на всьому просторі неперервні похідні до другого порядку, виконують у два етапи: спочатку будують ділянку просторової кривої, що проходить через три послідовні значення вектор-функції 
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 і наступну ділянку кривої, що частково перекривається з першою, зі значеннями вектор-функції 
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 а далі виконують стикування обох ділянок, що перекриваються, інтерполяцією між побудованими двома кривими на їхній спільній ділянці 
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Щоб задати значення вектор-функції 
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 у вузлах сітки, застосуємо декартову систему координат, а на інтервалі, на якому будується ділянка кривої, — локальну параметричну систему координат. Тоді на інтервалі 
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 компоненти вектор-функції u(t) подамо в параметричному вигляді як 
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 де 
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 — параметр, що змінюється вздовж кривої.
Припустимо, що параметр λ в точці 
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 дорівнює λі, у точці 
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— нулю, а в точці 
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 — одиниці. У такій інтерпретації поточний вектор u, проведений з початку координат у довільну точку кривої на інтервалі 
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 визначимо виразом:
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де а — векторний коефіцієнт; λ — параметр.
Щоб крива проходила через точку ri з параметром λі значення векторного коефіцієнта а має бути таке:
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Змінюючи параметр λі, можна дістати сім’ю кривих 
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 що проходять через три задані точки. Векторний коефіцієнт а при квадратичному члені у формулі для u характеризує відхилення кривої від прямої лінії, що сполучає 
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 Міру відхилення кривої від прямої можна виразити через довжину вектора a. Тоді λі визначається з умови 
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Широке застосування вектор-сплайнів у комп’ютерній графіці почалося з колових інтерполяційний кривих, котрі можна розглядати як вектор-сплайн, в якому роль параметра t виконує поточна довжина вздовж ламаної з вершинами в заданих вузлах.

Введемо на ділянці між i-м та (i + 1)-м вузлами місцеву, або локальну, систему декартових координат (х, у) з початком в i-му вузлі і віссю абсцис, напрямленою по хорді цієї ділянки (рис. 4.12).
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Рис. 4.12. До побудови колової інтерполювальної кривої 
(b1 і b2 — ординати центрів кіл)
Вузли (i – 1), i, (i + 1) в єдиний спосіб визначають дугу першого кола з радіусом r1, а вузли i, (i + 1), (i + 2) так само визначають дугу другого кола з радіусом r2. Нехай 
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 — рівняння ділянок цих інтерполювальних дуг кривої, яку інтерполюємо на відрізку 
[image: image137.wmf][

]

1

,

ii

xx

+

.
Введемо на цьому відрізку лінійні вагові функції 
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, які в сумі тотожно дорівнюють одиниці, а на кінцях відрізка набувають значень 
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 Тоді графік функції 
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 можна взяти як криву, що інтерполює ділянку між i-м та (i + 1)-м вузлами; дотична інтерполювальної кривої не має стрибків через вузли, а інтерполювальна крива на всіх своїх ділянках є гладкою:
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Для переходу до екранних декартових координат (X, Y) визначимо кут нахилу хорди ділянки [i, i + 1] до осі OX через 
[image: image145.wmf]i

j

. Тоді координати точки ділянки [i, i + 1] інтерполювальної кривої в загальній екранній декартовій системі координат виразимо через місцеві координати: 
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При цьому місцева абсциса 
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 — довжина ламаної між першим та i-м вузлами.

Отже, апроксимацію кривих можна виконати й на основі неполіномінальних одновимірних сплайнів.

Питання для самоконтролю
1. Як можна подати криву лінію у формі розкладу вектора її поточної точки з використанням параметризації?

2. Який вигляд має рівномірне наближення многочленом, близьке до чебишовського наближення?

3. Як можна подати будь-яку точку кривої в разі проведення гладкої кривої з мінімальним квадратичним відхиленням від заданих упорядкованих точок?

4. У чому полягає сутність апроксимації кривої послідовними ділянками за значеннями вектор-функції?

5. З якою метою використовуються декартова і місцева локальна параметрична системи координат?

6. Як знайти поточний вектор, проведений із початку координат у довільну точку кривої?

7. Чи можна розглядати колову інтерполяційну криву як вектор-сплайн?

8. Як можна побудувати колову інтерполяційну криву?

9. Як перейти від місцевих координат до декартових при коловій інтерполяції?

10. Які алгоритми апроксимації кривих виконуються на основі неполіномінальних одновимірних сплайнів?

[image: image150.emf] 

4.9. Сплайнові ділянки траєкторії шляху  


Припустимо, що потрібно описати криву траєкторії шляху, яка має різну кривину на різних ділянках. Якщо на прямій ділянці шляху достатньо мати мінімальну кількість точок — для фіксування його початку і кінця, то на скривлених необхідно розставити та описати більшу кількість точок. Чим більше точок ми розмістимо на скривленій ділянці траєкторії шляху, тим краще наближення до кривої дістанемо. Так, будь-яка траєкторія руху робота-маніпу​лятора має проходити щонайменше через чотири задані точки — початкову, кінцеву, а також точки відходу та підходу, на які накладаються відповідні умови — швидкість, прискорення, а також неперервність положення, швидкості й прискорення. Ці умови має неодмінно задовольняти типова згладжена траєкторія в просторі приєднаних змінних, з-поміж яких виокремимо інтервал часу (t0, tk), тобто від початку до кінця руху робота-маніпулятора по траєкторії. Значення приєднаних координат g(tm) мають перебувати в межах фізичних і геометричних обмежень для кожного зі зчленувань робота-маніпулятора (рис. 4.13).
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Рис. 4.13. Обмеження за положенням для траєкторії шляху 
в просторі приєднаних змінних:

1 — початкова точка; 2 — точка відходу; 3 — точка прибутку; 
4 — кінцева точка; g(tm) — m-ті приєднані координати (m = 0, 2, 3, 4)
Розіб’ємо траєкторію руху на кілька додаткових ділянок і кожну із них інтерполюємо поліномом низького степеня, оскільки у протилежному разі довелося б використовувати для опису і-го зчленування робота-маніпулятора поліном щонайменше сьомого степеня, а це складно стосовно розрахунків і, крім того, зумовлює введення додаткових марних рухів робота-маніпулятора.

Кубічний сплайн являє собою просторову криву самого найнижчого степеня, яка припускає можливість згинання у просторі, тобто має точку згину. Застосування кубічних сплайнів припускає наявність п’яти ділянок траєкторії і шести вузлових точок. Щоб забезпечити достатню кількість граничних умов при розрахунку коефіцієнтів сплайнового кубічного полінома, можна вибрати додаткові вузлові точки на відрізку траєкторії шляху між точками відходу і підходу, в яких достатньо задати моменти часу та вимагати неперервності швидкості й прискорення. У разі використання кубічних сплайнів кожна з п’яти ділянок траєкторії шляху описується поліномом виду:
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де j = 1, 2, 3, 4, 5 — кількість ділянок шляху; ti – 1 ≤ ti ≤ ti + 1; i = 1, 2, 3, 4; Bji — коефіцієнти кубічного сплайнового полінома, що визначаються за допомогою граничних умов для кожної сплайнової ділянки.
Нехай парою точок, через які проходить j-та криволінійна ділянка траєкторії шляху робота-маніпулятора, будуть точки P1 і P2 (рис. 4.14). Перші похідні 
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 за параметром t є дотичними векторами до цих точок. Параметр t змінюється всередині кубічної ділянки між двома значеннями її кінцевих точок. Для кубічних сплайнів безперервність першої похідної забезпечує неперервність за швидкістю, а неперервність другої похідної означає неперервність за прискоренням. Граничні умови для розглядуваної ділянки траєкторії шляху визначимо спрощено параметрами двох кінцевих точок і дотичних векторів у кожній із них:

P(0) = P1,  P(t2) = P2;    
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Виходячи з цих граничних умов, визначимо коефіцієнти Bi для j-ї ділянки траєкторії, записані в рівнянні сплайна як Bji: B1 = P1, 
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. Для визначення B3 і B4 складемо рівняння і підставимо в них t2:
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Рис. 4.14. Ділянка траєкторії шляху, що описується кубічним сплайном P(t)
Вирішуючи ці рівняння щодо B3 і B4, виразимо останні через Pi та t:
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Здобуті значення коефіцієнтів Bi визначають j-ту криволінійну ділянку траєкторії шляху з використанням кубічного сплайна, форма якого залежить від положення кінцевої точки і дотичних векторів. Загальне рівняння для кубічного сплайна j-ї ділянки траєкторії після підстановок приме вигляд:
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,
де t — параметр.
Оскільки кожний із векторів кінцевих точок і дотичних до цих точок має по три координатні компоненти, то таке параметричне рівняння для кубічного сплайна залежить від 12 векторних величин і значень параметра t в кінці j-ї ділянки. Щоб забезпечити неперервність другого порядку для кубічного сплайна, необхідно накласти умову сталості кривизни у внутрішній точці з’єднання двох сусідніх сплайнових ділянок, що означає неперервність другої похідної в зазначеній точці.
Отже, в кінці першої кубічної сплайнової ділянки і в початку другої ділянки мають бути рівні другі похідні, тобто 6B4t2 + 2B3 = 
= 2B3. Неперервність другої похідної у внутрішніх точках з’єднань суміжних сплайнових ділянок траєкторії кривої забезпечується мінімізацією коефіцієнтів B3 і B4 для кожної ділянки за рахунок правильного вибору діапазону зміни параметрів. Напрям дотичних векторів керує формою кубічних ділянок траєкторії шляху в їхніх кінцевих точках, а довжина, або модуль, цих векторів впливає на нахил кривої сплайнової ділянки.

Питання для самоконтролю
1. Як пов’язані між собою якість наближення до викривленої траєкторії та кількість і місце розміщених на ній точок?

2. Через які точки має проходити траєкторія робота-маніпулятора?

3. Які умови має задовольняти згладжена траєкторія?

4. Чи припускає кубічний сплайн наявність точки вигину?

5. Який поліном використовується для подання ділянки траєкторії шляху кубічним сплайном?

6. Що означає неперервність першої та другої похідних для опису траєкторії шляху?

7. Чим визначається форма кривої кубічного сплайна?

8. Що означає неперервність першої і другої похідних для кубічних сплайнів?

9. Які граничні умови необхідно задати для побудови кубічного сплайна?

10. Як складають загальне рівняння для кубічного сплайна, котрий описує ділянку траєкторії шляху? 
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4.10. Апроксимація параболічними сплайнами  


Якщо для сплайнів непарних степенів, наприклад лінійного і кубічного, вузли інтерполяції і вузли сплайна збігаються, то для сплайнів непарних степенів вузли не збігаються, а чергуються між собою. Серед сплайнів парних степенів згадаймо параболічні сплайни.
Нехай задано значення функції fk = f(tk), k = 0, 1, 2. Для параболічної інтерполяції запишемо інтерполяційний многочлен Жозефа Луї Лагранжа (1736—1813) у формі, запропонованій Ісааком Ньютоном (1643—1727), через так звані відокремлені різниці:
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де f0 — розділена різниця нульового порядку, що дорівнює значенню функції в точці f(t0). Диференціюючи L2(t), дістаємо формулу апроксимації похідної:
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необхідну для кусково-різницевої апроксимації похідних за так званою триточковою схемою.
Звичайна інтерполяційна схема передбачає наявність чотирьох послідовних точок одночасно. Розглянемо її в інтерпретації А. У. Оверхаузера, коли плавна інтерполювальна крива будується між двома внутрішніми точками шляхом сполучення двох параболічних ділянок, що перекриваються.
Допустимо, що дві параболи Р(r) і Q(s), які перекриваються, характеризуються векторами положення чотирьох послідовно розміщених у просторі не кінцевих внутрішніх точок P1, P2, P3, P4, заданих у декартовій системі координат (рис. 4.15).
Параболічні ділянки P1, P2, P3 та P2, P3, P4 опишемо в місцевих системах координат (u, r) і (v, s) рівняннями: першу — рівнянням P(r) = (r(d – r), а другу параболічну ділянку P2, P3, P4 — рівнянням Q(s) = (s(e – s), де коефіцієнти ( та ( беруться з умови проходження першої параболи через точку P2, а другої параболи — через точку P3.
У разі параболічної інтерполяції для того, щоб почати побудову кривої, необхідні тільки три точки, що визначають початкову параболічну ділянку, а додаткова четверта точка і спрягаючий відрізок кубічної кривої додаються по мірі проведення інтерполювання.

При цьому інтерполяційна кубічна крива проходить через точки P2 та P3 і не проходить через точки P1 та P4 — цим параболічна інтерполяція відрізняється від інших інтерполяційних алгоритмів.
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Рис. 4.15. Параболічна інтерполяція:

d — довжина хорди P1P3; е — довжина хорди P2P4; 
параметр t — довжина хорди P2P3, яка початково дорівнює t0
Інтерполяційна крива C(t), яка усереднює дві параболи, що перекриваються, визначається рівнянням:
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де коефіцієнти обох парабол є параметрами інтерполяції, що лінійно змінюються відповідно від 1 до 0 і від 0 до 1. Опустивши перпендикуляри з точки P2 на хорду P1P3, а з точки P3 — на хорду P2P4, дістанемо дві нові точки D і E. Згідно з умовою перпендикулярності двох векторів, що виражається як рівність нулю їхнього скалярного добутку, запишемо:
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У системі координат xyz запишемо: D = P1 + x(P3 – P1), де правий член вказує на величину зміщення точки D відносно точки P1 вздовж осі r. Підставивши значення D у попереднє рівняння, дістанемо:

[image: image171.wmf](

)

[

]

{

}

(

)

213131

0.

x

-+--=

PPPPPP


Розкриємо квадратні дужки, звернувши увагу на знак «мінус»:
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Перемножимо вирази в дужках:

[image: image173.wmf](

)

(

)

(

)

2

213131

0

x

----=

PPPPPP


і перенесемо невідому величину в ліву частину рівності:
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З урахуванням того, що (P3 – P1)2 = d2, визначимо
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x = [(P2 – P1)(P3 – P2)]/d2.

Тоді векторне рівняння для точки на першій параболі відносно системи координат xyz запишемо у вигляді
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При цьому, використовуючи підстановку D, можна останню дужку подати у вигляді:
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Оскільки в місцевій координатній системі u, r:
P(xd) = P2 ,
то векторне рівняння для P2 – D запишемо у вигляді:
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поділивши обидві частини цього рівняння на (P2 – D), визначимо сталу 
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Параметричне рівняння для першої ділянки параболи r = xd + 
+ t cos ( дістанемо, скориставшись властивостями прямокутного трикутника P2P3D з кутом ( між гіпотенузою P2P3 і катетом DP3:
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Аналогічно дістанемо співвідношення і для другої параболічної ділянки з використанням прямокутного трикутника P2P3E і кута ( між гіпотенузою P2P3 і катетом EP2:
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За рівняннями Р(r) і Q(s) визначаються точки, що лежать на першій і другій параболічних кривих. Для продовження здобутої кривої через додаткові точки інтерполювальна крива Ci(ti) формується між кожною парою сусідніх точок, що дає неперервну криву за першою похідною в заданих внутрішніх точках для продовження параболічної інтерполяції. У разі, коли необхідні локальні зміни кривої, достатньо відкинути тільки останню ділянку і останню точку, зберігши решту кривої для продовження інтерполяції з уведенням нової точки.
Питання для самоконтролю
1. У чому полягає особливість суміщення вузлів інтерполяції і сплайнових вузлів для сплайнів парних і непарних степенів?

2. Як записати інтерполяційний многочлен через відокремлені різниці?

3. Яка формула апроксимації похідної використовується при триточковій схемі?

4. Скільки точок необхідно для початку побудови кривої при параболічній інтерполяції?

5. У чому відмінність апроксимації параболічними сплайнами від звичайної інтерполяційний схеми?

6. Через які точки проходить інтерполяційна кубічна крива при параболічній інтерполяції?

7. Які основні положення виведення рівнянь для параболічних дільниць кривої?

8. Як умова перпендикулярності двох векторів подається через їхній скалярний добуток?

9. Які дії необхідно виконати для продовження отриманої інтерполювальної кривої через додаткові точки?

10. Які дії достатньо виконати в разі необхідності внесення локальних змін у процесі виконання параболічної інтерполяції?
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4.11. По дання кривої за допомогою    вектор - сплайнів  


Рівняння 
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 параметричного кубічного сплайна P(t) в елементах параметра t можна інтерпретувати як набір векторів положення точок на сплайні, коли ці вектори мають три компоненти x(t), y(t), z(t), котрі можна розглядати як декартові координати відповідних векторів.

Вектор-функцію 
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, визначену на відрізку [a, b] дійсної змінної — параметра t у вигляді
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де Vx(t), Vy(t), Vz(t) — сплайн-функції степеня n класу 
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 задані на деякій сітці 
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 називають вектор-сплайном однієї змінної.

Апроксимація вектор-функції P(t) з координатними компонентами x(t), y(t), z(t), вектор-сплайном полягає в апроксимації кожної з них відповідними сплайн-функціями Vx(t), Vy(t), Vz(t).
Кубічний вектор-сплайн скорочено називають також B-сплай​ном, або V-сплайном, і записують на проміжку 
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де u — локальний параметр сплайна, пов’язаний зі змінною-пара​метром t співвідношенням 
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 ті самі, що й у кубічному многочлені Ерміта.

Якщо маємо послідовність дійсних чисел 
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 то визначений на всій дійсній прямій вектор-сплайн степеня m з вузлами x0, x1, …, xn має дві основні властивості: по-перше, на кожному інтервалі (xi, xi+1) для i = 0, 1, 2, 3, …, n він задається поліномом степеня m або нижчого (тут 
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); і, по-друге, вектор-сплайн і його похідні порядків 1, 2, …, m неперервні вздовж усієї кривої. При цьому кожна вершина впливає на форму кривої тільки в межах діапазону значень параметра, де пов’язана з нею базисна функція ненульова. Такий локальний характер поводження вектор-сплайнових кривих зумовлюється тим, що кожна вершина вектор-сплайна пов’язана з єдиною вектор-функцією.

Як третю властивість подання кривих на основі вектор-сплайнів виокремимо можливість зміни порядку результуючої кривої без зміни кількості вершин задавального многокутника. Оскільки зміна однієї з вершин (рис. 4.16) спричинюється до зміни тільки чотирьох відрізків кривої, то місцеве коригування кривої не приводить до необхідності перебудовувати всю її цілком. Цю особливість вектор-сплайнових кривих використовуємо, організовуючи діалогові інтерактивні процедури проектування кривих.
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Рис. 4.16. Залежність положення кривої, 
апроксимованої В-сплайнами, від положення i-го вузла

Точки на вектор-сплайні відповідають параметричним вузлам, тобто t = xi. Додатково до вузлів за допомогою вектора вузлів, або вузлового вектора, задається порядок k кривої вектор-сплайна. Порядок k може як дорівнювати кількості вершин задавального многокутника, так і не збігатися з нею, оскільки при проектуванні сплай​нової кривої деякі вузли можуть суміщатися, що рівносильно скороченню кількості вузлів. Зі зменшенням порядку k кривої крива, що генерується наближається до задавального многокутника. При k = 2 утворювана крива буде кусково-ламаною, тобто подаватиметься послідовним з’єднанням прямих лінійних ділянок, які збігаються із задавальним многокутником (рис. 4.17). Збільшення порядку k зумовлює випрямлення кривої вектор-сплайна, і чим він вищий, тим більше форма кривої відрізняється від задавального многокутника. Проте при цьому всі криві вектор-сплайнів незалежно від порядку k мають однакові нахили своїх першої і останньої ділянок. Зміна порядку кривих за незмінної форми характеристичного многокутника приводить до деформації кривої вектор-сплайна.
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Рис. 4.17. Вплив зміни порядку k на вигляд вектора-сплайна

Кількість внутрішніх, або проміжних, вузлів вектор-сплайна залежить від кількості сторін задавального многокутника. Якщо суміщено дві вершини, тобто проміжок кривої між ними має нульову довжину, то вважають, що в цьому вузлі міститься подвійна вершина, а сам вузол є подвійним проміжним вузлом. Потрійний проміжний вузол характеризує три проміжні вершини як фіксацію на кривій двох проміжків нульової довжини. При цьому цілочислові значення вузлових компонентів характеристичного многокутника дістаємо, використовуючи рівномірно розміщені вузли з одиничними відстанями між вузлами, які не збігаються. Однак основна мета суміщення вершин — створити злам у кривій вектор-сплайна, причому для створення зламу в кривій k-го порядку вершини мають бути суміщені (k – 1) раз (рис. 4.18).
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Рис. 4.18. Створення зламу кривої вектор-сплайна 
за допомогою здвоєної вершини

Так, здвоєна вершина необхідна для створення зламу в кривій третього порядку k = 3, оскільки нахил і кривина в ній не є неперервними. Потрійна вершина необхідна для створення зламу в кривій четвертого порядку.

Діапазон зміни параметра t для вектор-сплайнів вказується в запису кутового вектора. Наприклад, запис 
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 означає, що параметр t змінюється від 0 до 4.
Скористаємося порядком k кривої і кількістю граней ламаної 
(n + 1)-вершиного характеристичного многокутника для побудови B-сплайна кривих, тобто по суті знайдемо вузлові вершини на цій кривій.
Параметр t змінюється в діапазоні 
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Приклад 1. Розглянемо п’ятигранник: 
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1. Для кривої 3-го порядку (k = 3) дістанемо:
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Тоді повний вузловий вектор із кратністю, що дорівнює 3 на кожному кінці, задається вектором
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2. Для кривої другого порядку (k = 2) п’ятикутника:
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3. Для кривої 4-го порядку (k = 4) п’ятикутника:
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4. Для кривої 5-го порядку (k = 5) п’ятигранника:
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5. Для кривої 1-го порядку (k = 1) п’ятикутника:
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 — ламана лінія.
Приклад 2. Розглянемо семикутник, тобто візьмемо 7 вершин характеристичного рівняння ( 6 ланок ламаної лінії 
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1) Якщо k = 3, 
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2) Якщо k = 1, 
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3) Якщо k = 2, 
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4) Якщо k = 4, 
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Питання для самоконтролю
1. Як можна інтерпретувати рівняння параметричного кубічного сплайна?

2. Що потрібно розуміти під вектор-сплайном однієї змінної?

3. У чому полягає апроксимація вектор-функції вектор-сплайном?

4. Як записується кубічний вектор-сплайн?

5. В яких межах кожна вершина впливає на форму кривої?

6. Чим зумовлено локальний характер поводження вектор-сплайнових кривих?

7. Які властивості має крива на основі вектор-сплайна?

8. Чи можна змінити порядок результуючої кривої без зміни кількості вершин задавального многокутника?

9. Скільки відрізків кривої спричинюється до зміни однієї з вершин вектор-сплайна?

10. Як крива, апроксимована вектор-сплайнами, залежить від положення i-го вузла?

11. Як на вигляд кривої впливає порядок вектор-сплайна?

12. Як нахили кінцевих ділянок вектор-сплайнових кривих залежать від порядку сплайна?

13. Яка мета суміщення вершин у вектор-сплайнах?

14. В який спосіб вказується діапазон зміни параметра для вектор-сплайнів?

15. Скільки вершин має бути суміщено для створення зламу сплайнових кривих k-го порядку?
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4.12. Сплайнові криві Без ь є  


Розглянемо частинний випадок вектор-сплайнів, коли порядок k дорівнює кількості вершин задаючого багатокутника і немає складних суміщених вершин. Для цього задамо в просторі впорядкований набір точок, що визначається векторами 
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. Зобразимо ламану лінію, породжену цим набором(рис. 4.19):
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Рис. 4.19. Ламана лінія, породжена 
набором векторів V = {V0, V1, V2, …, Vm}
Крива, або сплайн, Безьє (рис. 4.20), породжена набором V, визначається рівнянням:
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де t — параметр, що змінюється в діапазоні 
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; m — порядок полінома; i — порядковий номер окремої вершини (
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 — коефіцієнти в розкладі бінома Ньютона, що означають кількість комбінацій з m елементів по i, 
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Рис. 4.20. Крива Без’е, яка породжена набором 
векторів V = {V0, V1, V2, …, Vm}
Безпосередньо кривій Безьє належать перша і остання вершини, тоді як інші вершини характеризують похідні, порядок і вигляд кривої, а її математичний опис поліноміальною функцією здійснює інтерполяцію між першою і останньою вершинами. Нахили початкової і кінцевої ділянок кривої Безьє співпадають з кінцевими ділянками ламаної задавального многокутника.

Діапазон зміни параметра t для кривої Безьє незалежно від порядку k такий 
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. Збільшення порядку k кривої Безьє, тобто кількості вершин задавального многокутника має на меті зберегти неперервність похідної більш високого порядку, забезпечивши гладкість кривої. Щоб збільшити порядок будь-якої ділянки кривої Безьє, достатньо задати додаткові вершини її задавального многокутника. При цьому будь-яка зміна вершин у заданому проміжку впливає на вигляд кривої Безьє тільки всередині цього проміжку, тоді як решта кривої лишається незмінною (рис. 4.21).
Коефіцієнти 
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 при вершинах Vi є універсальними многокутниками Бернштейна, m-й порядок полінома кожного з яких характеризується (m + 1) вершинами. Ці коефіцієнти невід’ємні, а їхня сума для кривої Безьє неодмінно дорівнює одиниці:
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Рис. 4.21. Частина кривої Безьє, що зберігається зі зміною 
її форми на окремій внутрішній ділянці
Отже, завжди можна перевірити правильність виконаних розрахунків при побудові кривої Безьє.
Для побудови кубічної криволінійної ділянки кривої Безьє необхідно задати щонайменше чотири вершини многокутника і розрахувати за рівнянням Jm,i(t) відповідні точки кривої Безьє. Порядок кривої завжди на одиницю менший за кількість вершин задавального, або характеристичного, многокутника і дорівнює кількості проміжків між вершинами. Так, характеристичний многокутник з п’ятьма вершинами і чотирма проміжками між ними задає криву Безьє четвертого порядку. При побудові кривої Безьє дуже важлива послідовність розміщення вершин характеристичного многокутника (рис. 4.22). Якщо на одних і тих самих місцях розмістити різні за порядком проходження вершини, то в результаті дістанемо різні характеристичні багатокутники і, відповідно, різні криві Безьє.
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Рис. 4.22. Вплив послідовності розміщення точок у наборі 
вершин задавального многокутника на вигляд кривої Безьє
Забезпечення однакової кривини в точці сполучення двох сусідніх ділянок кривих Безьє досягається заданням рівних перших похідних у кінцевій точці першої ділянки і початковій точці другої ділянки. Перша похідна кривої Безьє в її початковій і кінцевій точках визначаються тангенсом кута нахилу початкової і кінцевої ділянок характеристичного многокутника, оскільки крива Безьє на цих ділянках дотикається до ламаної свого характеристичного многокутника і їхні нахили тут збігаються.
Розглянемо сполучення двох сусідніх ділянок кривих Безьє (рис. 4.23) із задавальними многокутниками P0P1P2P3 і Q0Q1Q2Q3. Для правильного сполучення суміжних ділянок кривих Безьє необхідно, щоб нахил P2P3 збігся з нахилом Q0Q1, а точки P3 і Q0 сумістилися одна з одною. Для першої кривої Безьє нахили в кінцевих точках при змінюванні параметра t від 0 до 1 визначимо як перші похідні 
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 де n — порядок кривої Безьє. Отже, ідеться про нахили відрізків ламаної, що сполучають крайні пари характеристичного многокутника першої кривої Безьє. 
Оскільки кінцева точка однієї ділянки кривої є початковою точкою іншої її ділянки, неперервність збереження нахилу вимагає рівності і других похідних.
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Рис. 4.23. Сполучення суміжних кривих Безьє
Для кінцевих точок першої кривої n-го порядку другі похідні 
визначимо як 
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 Аналогічно визначаються перші і другі похідні для другої кривої m-го порядку. Тоді умову сполучення суміжних ділянок кривих Безьє запишемо у вигляді рівності відповідно перших і других похідних:
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У розглядуваному прикладі n = m = 3. Тоді Q1 – Q0 = P3 – P2, або з урахуванням рівності Q0 = P3, Q1 – P3 = P3 – P2, звідки P3 = (Q1 + P2) / 2. Це означає, що точка P3 є середньою точкою проміжку P2Q1. А оскільки для виконання умови неперервності достатньо, щоб ця точка містилась на дотичній P2Q1 у проміжку між точками P2 і Q1, то, отже, і ця умова виконується.

Питання для самоконтролю

1. Чому дорівнює порядок сплайнової кривої Безьє?

2. Що спільного між вектор-сплайнами і кривими Безьє?

3. Чим сплайн Безьє відрізняється від вектор-сплайна?

4. Яким рівнянням визначається крива Безьє?

5. Який параметричний діапазон у кривих Безьє?

6. Які вершини характеристичного многокутника не належать кривій Безьє?

7. З якою метою збільшують порядок кривої Безьє?

8. В який спосіб можна збільшити порядок кривої Безьє?

9. Як зміна вершин у заданому проміжку впливає на загальний вигляд кривої Безьє?

10. Що означають коефіцієнти в розкладі бінома Ньютона?

11. Які властивості мають універсальні многочлени Бернштейна?

12. Яку мінімальну кількість вершин необхідно задати для побудови кубічної криволінійної ділянки кривої Безьє?

13. Як визначити порядок кривої Безьє?

14. Як послідовність розміщення точок у наборі задавального многокутника впливає на вигляд кривої Безьє?

15. В який спосіб забезпечується однакова кривина в точці сполучення двох сусідніх ділянок кривої Безьє?

16. Як визначити нахили кінцевих ділянок кривої Безьє?

17. Яку умову необхідно виконати для правильного сполучення ділянок кривих Безьє?

18. У чому полягає умова неперервності ділянок кривої Безьє?

19. Як визначаються перші і другі похідні для кривих Безьє третього порядку?

20. До якого результату приведе збільшення кількості вершин кривої Безьє?
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Геометричні форми конічних перерізів
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