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Лекция 5

Тема: Принятие решений в условиях риска. 
Методы ожидаемого значения, ожидаемого значения-дисперсии

1. Принятие решений в условиях риска

В "Исследованиях операций" все задачи оптимизации (принятия оптимальных решений) формулировались и решались в предположении наличия полной информации. Их можно отнести к совокупности задач принятия решений в условиях определенности. Ограниченность или неточность информация о задаче приводит к двум новым типам ситуаций, в которых приходится принимать решения:

1) принятие решений в условиях риска;
2) принятие решений при наличии неопределенности. 

В первом случае степень неполноты данных выражается через функцию распределения вероятностей. Во втором случае существование функции распределения не гарантируется, т.е. отсутствуют даже вероятностные характеристики наблюдаемой величины. С точки зрения наличия исходных данных определенность и неопределенность представляют два крайних случая, а риск определяет промежуточную ситуацию. В случае принятия решений в условиях неопределенности используются функции принадлежности, отражающие субъективные оценки эксперта.

Пример : задача выбора ассортимента изделий. В условиях риска доход сj уже не является фиксированным, это случайная величина с функцией распределения f(сj). Часть прибыли, cjxj определяемая изделием j, также случайная величина, точное значение которой неизвестно, даже если значение xj задано.

2. Критерий ожидаемого значения 
Использование критерия ожидаемого значения, обусловленное стремлением максимизировать ожидаемую прибыль (или минимизировать ожидаемые затраты), представляет собой естественный переход от условий полной определенности. Количественно этот критерий можно выразить в единицах полезности средств. 

Для пояснения разницы между непосредственно средствами (деньгами) и их полезностью предположим, что инвестиции в 20000 долл. дают с равными вероятностями либо нулевой доход, либо доход в 100 000 долл. Например, вкладчик A может полагать, что из-за ограниченности наличных средств потеря 20 000 долл. может привести его к банкротству. Следовательно, он, возможно, предпочтет не вкладывать деньги при сложившихся обстоятельствах. Напротив, вкладчик В, располагающий бездействующим капиталом, значительно превышающим необходимую наличность, может охотно пойти на риск. Этот пример показывает значение отношения лица, принимающего решение, к ценности или полезности денег. Данный фактор можно проиллюстрировать нагляднее, если опять обратиться к вкладчику A. Предположим, что A не желает рисковать более чем 5000 долл. Далее положим, что у него есть две возможности: 1) вложить 20 000 долл. и получить 100 000 валовой прибыли с вероятностью 1/2; 2) вложить 5000 долл. и получить 23 000 долл. с вероятностью 1/2 или с той же вероятностью ничего не получить. Из этих условий следует, что предпринимателю A ничего не остается как выбрать вторую альтернативу, хотя ожидаемая в этом случае чистая прибыль в 6500 долл. намного меньше, чем 30 000 долл., ожидаемые при выборе первой альтернативы. Основной результат - полезность не обязательно пропорциональна массе денег. 

Пусть z – случайная величина с математическим ожиданием Е{z} и дисперсией 
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 – случайная выборка объема п, то выборочное среднее 
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 приближаются к Е{z}. При достаточно большом объеме выборки разница между выборочным средним и математическим ожиданием стремится к нулю. Следовательно, использование критерия ожидаемого значения допустимо лишь в случае, когда одно и то же решение приходится принимать достаточно большое число раз. Напротив, если необходимость в принятии некоторого решения встречается редко, то выборочное среднее 
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 может значительно отличаться от Е{z}. Ориентация на ожидания будет приводить к неверным результатам для решений, которые приходится принимать небольшое число раз.

Пример 1. Необходимость в проведении профилактического ремонта оборудования требует принятия решений о том, когда следует проводить плановый ремонт оборудования, чтобы минимизировать потери из-за неисправности (отказа). Если весь временной горизонт разбит на равные периоды, то решение заключается в определении оптимального числа периодов между двумя последующими ремонтами. В случае когда они производятся слишком часто, затраты на обслуживание будут большими при малых потерях из-за случайных отказов. Компромисс между двумя крайними случаями предусматривает сбалансированный выбор между затратами на ремонт и потерями из-за случайных отказов

Так как невозможно предсказать заранее, когда возникнет неисправность, необходимо вычислить вероятность того, что станок выйдет из строя в период времени t. В данном случае это и есть элемент «риска» в процессе принятия решения.

Ситуация, в которой должны приниматься подобные решения, описывается следующим образом. Станок из группы в п станков ремонтируется индивидуально, если он остановился из-за неисправности. Через Т интервалов времени выполняется профилактический ремонт всех п станков. Задача состоит в определении оптимального значения T, при котором минимизируются общие затраты на ремонт вышедших из строя станков и проведение профилактического ремонта в расчете на один интервал времени.

Пусть pt – вероятность выхода из строя одного станка в момент t, а nt – случайная величина, представляющая число всех вышедших из строя станков в тот же момент. Далее предположим, что с1 – затраты на ремонт вышедшего из строя станка и с2 – затраты на профилактический ремонт одного станка.

Применение критерия ожидаемого значения в данном случае оправдано, если станки работают в течение большого периода времени. При этом ожидаемые затраты на один интервал составят
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где E{nt} – математическое ожидание числа вышедших из строя станков в момент t. Так как nt имеет биномиальное распределение с параметрами (n, pt), то E{nt} = nрt. Таким образом,
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Необходимые условия оптимальности для Т* имеют вид 
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. Следовательно, начиная с малого значения Т, вычисляем ЕС(Т), пока не будут удовлетворены эти условия.

Для иллюстрации положим c1 = 100 долл., с2 = 10 долл. и n=50. Значения pt приведены в виде таблицы ниже. Из этой таблицы видно, что профилактический ремонт необходимо проводить через каждые три (Т* = 3) интервала времени.

	
	Т
	Рt
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	EC(T)
	

	
	1
	0,05
	0
	500 $
	

	
	2
	0,07
	0,05
	375
	

	T* (
	3
	0,10
	0,12
	366,7
	<-- EC(T*)

	
	4
	0,13
	0,22
	400
	

	
	5
	0,18
	0,35
	450
	


3. Критерий «ожидаемое значение – дисперсия»

В п.1 отмечалось, что критерий ожидаемого значения является подходящим в основном для часто повторяющихся ситуаций. Тот же самый критерий модифицируем для редко повторяющихся ситуаций. Если z – случайная величина с дисперсией 
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, то выборочное среднее z имеет дисперсию 
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, где п – объем выборки. Следовательно, если 
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 уменьшается, дисперсия z также уменьшается, и вероятность того, что z близко к Е{z}, увеличивается. Это показывает целесообразность введения критерия, в котором максимизация ожидаемого значения прибыли сочетается с минимизацией ее дисперсии. Возможным критерием, отвечающим этой цели, является максимум выражения
max (E{z}-Kvar{z})

где z – случайная величина, представляющая прибыль, var(z) – ее дисперсия и K – заданная постоянная.

Эту постоянную иногда интерпретируют как уровень несклонности к риску. Действительно, К определяет «степень важности» дисперсии z по отношению к Е{z}. Например, ЛПР, особенно остро реагирующий на большие отрицательные отклонения прибыли вниз от Е{z}, может выбрать К много большей единицы. Это придает больший вес дисперсии и приводит к решению, уменьшающему вероятность больших потерь прибыли.

Интересно, что введенный критерий согласуется с использованием полезности при принятии решений, так как параметр не склонности к риску К характеризует отношение лица, принимающего решение, к большим отклонениям от ожидаемых значений. Этому интуитивному соображению можно дать математическое обоснование и, используя разложение в ряд Тейлора ожидаемого значения функции полезности, показать, что первые три члена этого разложения дают критерий, подобный введенному выше.
Пример 2. Применим критерий «ожидаемое значение – дисперсия» к примеру 1. Для этого необходимо вычислить дисперсию затрат за один интервал, т. е. дисперсию величины 
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Так как nt (t = 1, ..., Т–1) – случайная величина, то СТ тоже случайная. nt имеет биномиальное распределение со средним прt и дисперсией прt(1-рt). Следовательно :


[image: image18.wmf]å

å

å

å

-

=

-

=

-

=

-

=

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

1

T

1

t

1

T

1

t

2

t

1

T

1

t

t

2

1

t

t

2

1

1

T

1

t

t

2

1

T

p

p

T

c

n

)

p

1

(

np

T

c

}

n

var{

T

c

}

C

var{

.

Поскольку Е{СТ}=ЕС(Т) (из примера 1), критерием будет минимум выражения



min (EC(T) +K var{CT}).

Теперь ЕС(Т) суммируется с Kvar{CT}, так как ЕС(Т) – функция затрат. При К=1 получаем задачу: минимизировать 

ЕС (Т) + var {СT} =
[image: image19.wmf]ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

å

å

-

=

-

=

T

c

p

T

c

p

T

c

T

c

n

2

1

T

1

t

2

t

2

1

1

T

1

t

t

2

2

1

1

.
Используя те же данные, что и в примере 1, можно составить приведенную таблицу 1, из которой видно, что профилактический ремонт следует производить в течение каждого интервала времени (T*=1). Критерий «ожидаемое значение – дисперсия» дает более надежное решение по сравнению с рассмотренным выше критерием ожидаемого значения.

Таблица 1

	T
	pT
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	EC(T)+var[CT]

	1
	0,05
	0,0025
	0
	о
	500.00

	2
	0,07
	0,0049
	0,05
	0,0025
	6312,50

	3
	0,10
	0,0100
	0,12
	0.0074
	6622,22

	4
	0,13
	0,0169
	0,22
	0,0174
	6731,25

	5
	0,18
	0,0324
	0,35
	0,0343
	6764,00


4. Критерий предельного уровня

Критерий предельного уровня не дает оптимального решения, максимизирующего, например, прибыль или минимизирующего затраты. Скорее он соответствует определению приемлемого способа действий. Рассмотрим, например, ситуацию, когда выставляется на продажу товар. Узнав предлагаемую цену, продавец должен в разумно короткий срок решить, приемлема ли она для него. С этой целью он устанавливает цену, ниже которой товар не может быть продан. Это и есть предельный уровень, позволяющий продавцу согласиться на первое же превышающее этот уровень предложение цены. Такой критерий не приводит к оптимальному решению, поскольку одно из последующих предложений может оказаться более выгодным, чем принятое.

В примере не фигурирует распределение вероятностей. Почему же тогда критерий предельного уровня классифицируется как способ принятия решения в условиях риска? Дело в том, что, устанавливая предельный уровень, эксперт как бы учитывает рыночную цену на товар, «чувствует» распределение цен на рынке. Само по себе это еще не обеспечивает, конечно, задания плотности распределения в явном виде, но служит основой для сбора необходимых данных, позволяющих построить подобное распределение. Полное отсутствие информации о распределении привело бы к тому, что эксперт установил бы предельный уровень очень высоким или, наоборот, очень низким. В первом случае любая предложенная цена не будет принята; во втором владелец не получит прибыль. Одно из преимуществ критерия предельного уровня заключается в том, что для него нет необходимости задавать в явном виде плотность распределения.

Можно использовать несколько параметров предельного уровня. Например, можно выбрать уровень обслуживания клиентов на фирме так, чтобы простои персонал составляли лишь (% от общего времени при одновременном выполнении условия, чтобы среднее время ожидания клиента не превышало фиксированной величины (. Параметры ( и ( представляют предельные уровни, которые ЛПР может определить, основываясь на текущем спросе на предоставляемый им вид услуг и на сведениях о поведении клиентов. Отметим, что ( и ( неявно включают стоимостные оценки оказания услуг и времени ожидания клиентов, знание которых позволило бы подсчитать ожидаемые расходы. Очевидно, что определить ( и ( существенно проще, чем стоимостные параметры.

Пример 3. Предположим, что величина спроса х в единицу времени (интенсивность спроса) на некоторый товар задается непрерывной функцией распределения f(x). Если запасы в начальный момент невелики, в дальнейшем возможен дефицит товара. В противном случае к концу рассматриваемого периода запасы нереализованного товара могут оказаться очень большими. В обоих случаях неизбежны потери. В первом случае уменьшается потенциальная прибыль и наблюдается потеря клиентов; во втором случае увеличиваются издержки, связанные с приобретением товара, и затраты на складирование.

Возможный компромисс состоит в выборе решения, балансирующего два вида указанных потерь. Так как определить потери от дефицита, вообще говоря, очень трудно, лицо, принимающее решение, может установить необходимый уровень запасов таким образом, чтобы величина ожидаемого дефицита не превышала А1 единиц, а величина ожидаемых излишков не превышала А2 единиц. Выразим математически эти условия. Пусть I – определяемый уровень запасов. Тогда


[image: image23.wmf]ò

¥

£

-

=

I

1

,

A

dx

)

x

(

f

)

I

x

(

дифицит

  

Ожидаемый



[image: image24.wmf]ò

£

-

=

I

0

2

.

A

dx

)

x

(

f

)

x

I

(

излишки

  

Ожидаемые


При произвольном выборе А1 и А2 указанные условия могут оказаться противоречивыми. В этом случае необходимо ослабить одно из ограничений, чтобы обеспечить допустимость. Для большей наглядности предположим, что f(x) имеет вид
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Применение критерия предельного уровня приводит к неравенствам
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Предельные значения А1 и А2 а должны быть выбраны так, чтобы оба неравенства выполнялись хотя бы для одного значения I. Например, если А1 = 2 и А2 = 4, неравенства принимают вид
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Значение I должно находиться между 10 и 20, так как именно в этих пределах изменяется спрос. Приведенная ниже таблица показывает что оба условия выполняются для значений I, принадлежащих интервалу [13, 17]. Любое из этих значений удовлетворяет условиям задачи.
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